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Um die bisherigen entgegengesetzt extremen theoretischen Ausgangspositionen von PEKAR (un-
endlich viele Oszillatoren) und WILLIAMS (ein einziger Oszillator) zu überbrücken, ist es notwendig, 
die dynamische Kopplung der am Störzentrum lokalisierten Elektronenwellenfunktionen an das 
Gitter durch physikalisch reale Gittereigenschwingungen zu beschreiben. Die bei der Kopplung mit-
spielenden Eigenschwingungen werden dabei von der Symmetrie der lokalisierten Wellenfunktion xpn 

ausgewählt, und besitzen deshalb insgesamt Zentralsymmetrie und darüber hinaus die spezielle 
Symmetrie der Wellenfunktion (s, p, d, etc.). Dadurch wird es möglich — im Sinne eines Kreis-
schlusses — die Normalamplituden (Eigenvektoren) der mitspielenden Eigenschwingungen durch 
das elektrische Feld der Elektronenladungsverteilungen e \ xpn \ 2 zu fixieren. Da man bei Ubergän-
gen zwischen zwei Elektronenzuständen nur zwei Elektronenwellenfunktionen gleichzeitig beschrei-
ben muß, kann die dynamische Elektron-Gitter-Kopplung beim F-Zentrum stets auf die Kopplung 
an zwei Gitteroszillatoren reduziert werden, die die Symmetrie der beiden Wellenfunktionen haben 
und in guter Näherung physikalisch real sind. 

Eine auf diesem Fundament aufgebaute Theorie vermag die Charakteristika der F-Absorptions-
und Emissionsbande in guter Übereinstimmung mit dem Experiment zu erklären, wie in Teil II 
gezeigt wird; vor allem aber kann sie — hinausgehend über die bisherigen Theorien — auf strah-
lungslose Ubergänge angewendet werden, so daß später mit Hilfe einer Reaktionskinetik Fragen 
der Quantenausbeute, Photoleitfähigkeit etc. untersucht werden können. 

I m L a u f e der letzten 4 0 Jahre , seit JOFFE u n d 
RÖNTGEN 1 z u m ersten M a l d ie Photo l e i t f äh igke i t v o n 
v e r f ä r b t e m Steinsalz beobachtet haben , ist d ie expe -

* Dissertation, Techn. Hochschule, Stuttgart 1960 ( l . T e i l ) . 
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r imente l l e L i teratur über Farbzent ren a u ß e r o r d e n t -
lich u m f a n g r e i c h g e w o r d e n 2 . D a das F - Z e n t r u m eine 
A r t M o d e l l p r o b l e m f ü r v ie le a n d e r e Störstel len e ines 

2 R.W.POHL, Proc. Roy. Soc., Lond. 49 (extra part), 3 
[1937] ; F. SEITZ, Rev. Mod. Phys. 1 8 , 3, 384 [1946] und 
26, 1, 7 [1954]. 
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Kristalls ist, wurden in letzter Zeit zahlreiche Ver -
suche unternommen, eine quantitative T h e o r i e des-
selben zu entwickeln. 

D ie bisher publ iz ierten theoretischen Arbe i ten 
kann man, entsprechend ihren entgegengesetzt extre-
men Ausgangspos i t i onen , im wesentlichen in zwei 
Gruppen einteilen. PEKAR und seine M i t a r b e i t e r 3 

sowie HUANG und RHYS 4 beschreiben die W i r k u n g e n 
des Gitters auf das Störstel lenelektron kont inuums-
theoretisch durch ein makroskop isches Po lar isat ions -
fe ld d e m durch eine FouRiER-Zerlegung un-
endlich viele Gitteroszi l latoren quantenmechanisch 
zugeordnet werden , so daß die W e l l e n f u n k t i o n des 
Gesamtsystems als P r o d u k t der Einelektronenwel -
lenfunkt ion und der unendl ich vielen Einosz i l lator -
wel lenfunkt ionen angeschrieben werden kann. U m 
die gewichtigste Eigenheit des Gitters, die Per i od i z i -
tät. zu berücksichtigen, s ind sie gezwungen , d e m 
Elektron eine „ e f f e k t i v e " Masse zuzuschreiben, die 
aus d e m Exper iment selbst best immt werden m u ß . 

WILLIAMS 0 und seine Mitarbeiter h ingegen — sie 
behandeln nicht das F -Zentrum selbst, s ondern das 
verwandte P r o b l e m eines T P - I o n s im KCl-Krista l l — 
beachten die diskrete Struktur der nächsten U m -
g e b u n g der Störstelle, indem sie d ie Elektronen-
wel lenfunkt ionen der Störstelle an die k u g e l s y m m e -
trischen Radia laus lenkungen der sechs nächsten Git-
ter ionen koppe ln , die durch eine e inz ige „ K o n f i g u -
ra t i onskoord inate " zu beschreiben s ind. A l s Dar -
stellung der potentiel len Gitterenergie in A b h ä n g i g -
keit v o n dieser K o n f i g u r a t i o n s k o o r d i n a t e ergeben 
sich für d ie verschiedenen Störstel lenzustände Para-
beln verschiedener Öf fnung , d ie gegene inander ver-
schoben sind und denen man mit e in igem Recht 
einen Oszi l lator z u o r d n e n kann, dessen E igen f re -
quenz und Ruhe lage in den verschiedenen Elektro-
nenzuständen dif feriert . D i e Unanschaulichkeit der 
B e s c h r e i b u n g v o n P E K A R , H U A N G u n d R H Y S i s t d a -

durch vermieden , aber der e inge führte Oszi l lator 
besitzt ebenfal ls keine physikal ische Real i tät ; über-
dies besitzen A n f a n g s - und Endzustand eines Über -
gangs am Störzentrum meist verschiedene S y m m e -
trie, d ie durch d ie festgelegte K u g e l s y m m e t r i e des 
Oszil lators nicht gleichzeitig er faßt werden kann. 

Hier w i r d nun der Versuch u n t e r n o m m e n , e ine 
der physikal ischen Realität besser angepaßte ato-

3 S. I. PEKAR, Unters, ü. d. Elektronentheorie d. Kristalle, 
Akad. Verl., Berlin 1954 (dort weitere Literaturzitate!) ; 
Fortsdir. d. Phys. I, 367 [1953/54]. 

4 K . HUANG U. A . RHYS, Proc. Roy. Soc., Lond. ( A ) 204, 4 0 6 
[1951]. 

mistische T h e o r i e des F -Zentrums zu entwerfen , 
deren Grundlagen die ob igen extremen A u s g a n g s -
pos i t i onen überbrücken. Diese T h e o r i e soll d ie ex-
perimentel len B e f u n d e möglichst genau erklären, 
o h n e eine nichtlegitime, aus d e m Exper iment erst zu 
entnehmende G r ö ß e zu enthalten. Dabe i werden wir , 
so weit nur i rgend mögl i ch , in die mikroskop i s che 
T h e o r i e makroskop ische Stof fkonstanten, w i e d ie 
statische und dynamische Dielektrizitätskonstante, 
etc. e inbauen, u m den Rechenaufwand zu reduzie -
r e n ; diese Stof fkonstanten wol len wir also als legi-
t im erachten, da sie entweder aus T h e o r i e n oder 
aber aus Exper imenten f o lgen , die mit d e m F -Zen -
t rum nichts zu tun haben . 

In der A n w e n d u n g der T h e o r i e auf das Exper i -
ment werden wir uns auf d ie gemessenen Charakte-
ristika der A b s o r p t i o n s b a n d e n beschränken. D i e Be-
h a n d l u n g strahlungsloser U b e r g ä n g e , die zur Er-
k lärung der Quantenausbeute, der Leit fähigkeits -
messungen . etc. no twend ig ist, soll späteren A r b e i -
ten vorbehal ten b le iben. Ebenso soll auch der ab-
schl ießende Tei l einer T h e o r i e des F -Zentrums , d ie 
statistische Bilanz aller Ü b e r g ä n g e und d ie Reak -
t ionskinetik, erst später untersucht werden . 

D e r gesamte A b s o r p t i o n s b a n d e n z u g des F -Zen-
trums hat nach den bisher vor l i egenden Messungen 
die f o l g e n d e n Charakterist ika: 

1. Eine Hauptbande und auf deren hoch f requen -
ter Seite mehrere Nebenbanden . D i e H a u p t b a n d e 
und d ie erste N e b e n b a n d e s ind durch d ie Messun-
gen der PoHLschen S c h u l e 2 seit längerer Zei t be-
kannt. V o r kurzer Zeit hat LÜTY 6 noch weitere 
N e b e n b a n d e n ge funden . 

2 . D i e absolute H ö h e der B a n d e n m a x i m a und 
deren Temperaturabhängigke i t . 

3 . D i e Halbwertsbre i te der Einze lbanden und 
deren Temperaturabhängigke i t . 

4 . D i e nahezu GAusssche F o r m der Banden und 
die A b w e i c h u n g e n v o n eben dieser F o r m . 

5 . D i e absolute L a g e der B a n d e n m a x i m a und 
deren Temperaturverschiebung . 

D e r W e g der Untersuchung ist v o n B e g i n n logisch 
z w i n g e n d festgelegt : Es ist zunächst der HAMILTON-
O p e r a t o r zu f o rmul i e ren — insbesondere also auch 
d ie in der Einelektronengle ichung enthaltenen per i o -

5 F. E . WILLIAMS, J. Chem. Phys. 19, 457 [1951]; Phys. Rev. 
80, 306 [1950]; 82, 281 [1951]; F. E. WILLIAMS U. M. H. 
HEBB, Phys. Rev. 84, 1181 [1951]. 

6 F. LÜTY, im Druck. 



dischen Gl ieder des Potentials — s o d a n n das Pro -
b l e m der statischen Elektron-Gi t ter -Kopplung und 
anschl ießend das der dynamischen Elektron-Gitter-
K o p p l u n g zu behande ln , um schließlich zur Berech-
n u n g der Übergangswahrsche in l i chkei ten und der 
A b s o r p t i o n s b a n d e selbst zu ge langen . In dieser 
F o l g e der E i n z e l p r o b l e m e stünden d ie aus mancher-
lei Gründen g r ö ß t e n mathematischen Schwierigkei -
ten (man m u ß j a be ispie lsweise eine partielle Di f fe -
rentialgle ichung angehen , die eine Über lagerung 
v o n zentraler und git terperiodischer Symmetr i e ent-
h ä l t ! ) am Beg inn der Entwicklung. Deshalb lösen 
wir uns v o m log ischen Z w a n g dieser F o l g e dadurch, 
d a ß wir zunächst noch einen nichtlegit imen Para-
meter — die „ e f f ekt ive M a s s e " des Störstellen-
elektrons — in der T h e o r i e v e r w e n d e n . Damit be-
k o m m e n wir d ie Mögl i chkei t , sogle ich mit der ato-
mistischen B e h a n d l u n g der Elektron-Git ter -Dynamik 
zu beg innen . wTährend die Elektron-Gitter-Statik 
zunächst etwas oberf lächl ich durch eine Kont inu-
umstheor ie beschr ieben wird . Im Tei l II behandeln 
w i r die optischen Ü b e r g ä n g e am F-Zentrum, und 
erst im Tei l I I I k o m m e n wir zur atomistischen Git-
ter-Statik des / " -Zentrums und e l iminieren dabei 
schließlich die e f fekt ive Masse des Elektrons , so daß 
d ie T h e o r i e dann in unserem Sinne als legitim an-
zusehen ist. 

W i r werden nun in d iesem I. Te i l der Untersu-
chung zunächst v o n der ScHRÖDiNGER-Gleichung des 
Gesamtsystems ausgehen, diese mit H i l f e der be iden 
adiabatischen N ä h e r u n g e n in drei j ewei l s nur ein-
seitig gekoppe l te Gle ichungen zer legen, was einer 
Aufspa l tung des Gesamtsystems in Gitterelektronen-
system ( o h n e Störste l lene lektron) , Kernschwin-
gungssystem und Eine lektronensystem entspricht, 
und dann die K o r r e l a t i o n zwischen Kernschwingun-
gen und E i n e l e k t r o n e n p r o b l e m explizit beschreiben, 
während die quantenmechanische Behand lung des 
Gi t tere lektronenprob lems in einer speziel len Theor i e 
des F -Zentrums zwe i t rang ig ist, so d a ß w i r es uns 
er lauben können , d ie W i r k u n g e n der Gitterelektro-
nen in summarischer W e i s e in d ie T h e o r i e einzu-
bauen und so d ie quantenmechanische L ö s u n g zu 
umgehen . 

In der weiteren Entwicklung k ö n n e n wir nach-
weisen, daß d ie Eine lektronenwel lenfunkt ionen je-
weils nur v o n einer e inzigen bzw. zwei Eigenschwin-

gungen des Gitters abhängen . D i e diesen Eigen-
schwingungen zugehör igen Eigenvektoren besitzen 
physikalisch anschauliche Bedeutung . A ls das den 
I. Teil abschl ießende Ergebn is erhalten wir die ex-
pliziten Ausdrücke für die Elektronenwel lenfunkt io -
nen mit den zugehör igen Energ ie termen, die es uns 
in Teil II ermögl i chen . L bergangsmatr ixe lemente , 
Auswahlrege ln und schließlich d ie A b s o r p t i o n s -
(und natürlich auch die Emiss ions - ) B a n d e zu be-
rechnen. 

§ 1. S c h r ö d i n g e r - G l e i c h u n g d e s G e s a m t s y s t e m s 

Als System gilt uns ein T e i l v o l u m e n des Kristalls, 
dem ein einziges F -Zentrum zugeordnet ist. D i e Viel -
zahl dieser Te i l vo lumina kann man als statistisches 
Ensemble zum Kristall zusammenfassen , wie STUMPF" 
gezeigt hat. aber ein solche Z u s a m m e n f a s s u n g wird 
erst no twend ig bei der Behand lung v o n Lei t fähig-
ke i tsphänomenen, so d a ß wir hier nicht näher dar-
auf e inzugehen brauchen. D i e ScHRÖDiNGER-Glei-
chung des Gesamtsystems lautet: 

_ h2 \h o- _ v-i 

k 

n-
2 Mk 

a2 

dxi 
+ V(xi,Xk) T = EW\ 

(1) 
N ist die Zahl der Elektronenfre ihe i tsgrade , N d ie 
Zahl der Kern f re ihe i t sgrade im a n g e n o m m e n e n 
Te i lvo lumen des Kristalls . V (x (-, V;, ) steht für die 
S u m m e der Wechse lwirkungsenerg ien aller Partikel 
untereinander, w o b e i wir an dieser Stelle durchaus 
auch noch magnetische Wechse lw i rkungen zulassen, 
was bedeutet, daß V(x;, Xk) auch v o n 3 / 3 x j (d ie 
Abhäng igke i t v o n 3/dXk, d2/3xjdXk k ö n n e n wir 
wegen der Träghei t der K e r n e bereits hier als sehr 
klein aussche iden ! ) abhängen kann. 

In e inem po laren Kristall — mit e inem solchen 
haben wir es stets zu tun — exist ieren zwei Arten 
von K e r n e n : Mk = M + . M . . wesha lb wir in Gl. ( 1 ) 
Mk unterhalb des Summenze i chens zu schreiben 
haben. 

D ie be iden adiabatischen N ä h e r u n g e n 8 gestatten 
es nun. ohne spezielle Aussagen über das Mode l l der 
Störstelle, das Gesamtsystem in drei Untersysteme 
zu zerlegen. D ie erste adiabatische N ä h e r u n g ist 
w o h l b e k a n n t 9 . Sie realisiert mathematisch d ie phy-
sikalische Aussage , d a ß alle Elektronen des Kristalls 

7 H. STUMPF, Z . Naturforschg. 12 a, 153 [1957], 
8 M. BORN, Z. Phys. 40, 167 [1926], 
9 H. STUMPF U. M . W A G N E R , Z . Naturforschg. 15a, 30 [I960]; 

W. SCHOTTKY, Halbleiterprobleme III, Referat H . J. G. 
M E Y E R , F . Vieweg, Braunschweig 1956; H . S T U M P F , Z . Na-
turforschg. 10 a, 971 [1955]. 



sich g e g e n ü b e r d e n s chweren A t o m k e r n e n sehr 
schnell b e w e g e n , u n d spaltet d ie ScHRÖDiNGER-Glei-
chung ( 1 ) durch d e n A n s a t z e iner P r o d u k t w e l l e n -
f u n k t i o n 

Wnm (:X,, Xk) = xpn (Xj, Xk) <pnm(Xk) ( 2 ) 

auf in d ie b e i d e n G l e i c h u n g e n : 

_ V y d 2 

2 m A-j 9x? 
+ V(xt,Xk) x p n { x i , X k ) ( 3 ) 

= Un(Xk) Xk), 

< { X k ) = Enm<pnm(Xk) 

( 4 ) 

unter V e r n a c h l ä s s i g u n g der b e i d e n G l i e d e r : 

hw y n m { X i , x k ) (5) 

— i-kv-t*»™ a b * ™ ' Ä = 1 

HW ¥nm(Xi,Xk) (6) 
N 

- _ V 
Mk 

h2 

D i e O p e r a t o r e n H V u n d H® s ind als ze i tunabhän-
g i g e S t ö r o p e r a t o r e n m a ß g e b l i d i f ü r d i e inneren 
( s t rah lungs l o sen ) Ü b e r g ä n g e zwischen den Elektro -
nenzus tänden — i n s b e s o n d e r e den lokal is ierten 
E l e k t r o n e n z u s t ä n d e n der Störste l le — bei E n e r g i e -
erhal tung des Gesamtsys tems . 

D i e Gin . ( 3 ) u n d ( 4 ) s ind in den K o o r d i n a t e n 
u n d Quantenzah len entgegengesetz t e inse i t ig g e k o p -
pelt . D i e K e r n g l e i c h u n g ( 4 ) h ä n g t v o n den Elek-
t r o n e n k o o r d i n a t e n nicht m e h r ab , j e d o c h steht der 
E i g e n w e r t Un(Xk) der E l e k t r o n e n g l e i c h u n g als p o -
tentielle E n e r g i e d a r i n , d . h . K e r n w e l l e n f u n k t i o n e n 
u n d K e r n z u s t ä n d e h ä n g e n v o n der E l e k t r o n e n q u a n -
tenzahl n ab . W i r w e r d e n uns im nächsten P a r a g r a -
phen detai l l ierter mit der quantenmechan i s chen Be-
w e g u n g s g l e i c h u n g der Gi t terkerne be fassen . 

D i e E l e k t r o n e n g l e i c h u n g ( 3 ) ist e inseit ig an 
Gl . ( 4 ) g e k o p p e l t . A u ß e r d e m enthält s ie d ie K o o r d i -
naten aller E l e k t r o n e n in gegense i t i ger a lgebra -
ischer u n d d i l ferent ie l ler K o p p l u n g u n d ist e iner ex-
akten B e h a n d l u n g gänzl i ch unzugäng l i ch . D i e Durch -
f ü h r u n g e iner S e p a r a t i o n an ihr im S i n n e e iner zwei -
ten ad iabat i schen N ä h e r u n g e r f o r d e r t aber ein etwas 
d i f f i z i l eres V o r g e h e n . W i r w o l l e n in der I n d i z i e r u n g 

das d e m F - Z e n t r u m z u g e o r d n e t e E l e k t r o n (Störste l -
l e n e l e k t r o n ! ) v o n den ü b r i g e n Kr i s ta l l e l ektronen 
unterscheiden, i n d e m w i r i h m d i e Quantenzah l n 
und d ie K o o r d i n a t e n x t z u o r d n e n , w ä h r e n d d i e ande-
ren E lektronen durch den I n d e x j gekennze i chnet 
w e r d e n so l l en ; so s chre iben w i r statt Gl . ( 3 ) : 

n _ / , 
lV'-3 

ö " V a~2 + V{xi,xj,xk) 2m— 0Xj 
( 3 a ) 

2 m Aj i=l i 

yjnnj (Xi , Xj , Xk) = Unnj {Xk) \pnnj [x{ , Xj , Xk) . 

In der ad iabat ischen N ä h e r u n g für das E l e k t r o n e n -
system (zweite ad iabat i s che N ä h e r u n g ! ) macht m a n 
nun die f o l g e n d e A n n a h m e : 

Die Gitterelektronen (Hüllelektronen) sollen sich 
in den tiefsten Zuständen aufhalten, also fest an die 
Kerne gebunden sein. Von den inneren Hüllelektro-
nen abgesehen bedeutet das insbesondere, daß die 
Valenzelektronen sich im Valenzband befinden mö-
gen. Das „Störstellenelektron''' hingegen soll sich 
gegenüber den übrigen Gitterelektronen langsam 
bewegen, so daß diese letzteren auf seine Bewegung 
trägheitslos reagieren können. 

U m diese A n n a h m e auch f ü r d ie E l e k t r o n e n der 
äußersten Hül le der d e m F - Z e n t r u m b e n a c h b a r t e n 
A l k a l i i o n e n zu recht fert igen , m u ß m a n ihre mitt lere 
Geschwind igke i t abschätzen u n d sie m i t der mitt-
leren Geschwind igke i t des Störs te l l ene lektrons ver -
gle ichen. Nach PAULING u n d WILSON 1 0 ist d ie W u r z e l 
ü b e r d ie mitt lere quadrat i s che G e s c h w i n d i g k e i t e ines 
E lektrons be i e inem wassers to f fähn l i chen A t o m ge-
g e b e n d u r c h : 

1 v'nlm =Z e2/nh . 

Benützt m a n f ü r d ie E l e k t r o n e n der A l k a l i i o n e n d ie 
SLATERschen N ä h e r u n g s e i g e n f u n k t i o n e n d i e je -
weils e inem ef fekt iven W a s s e r s t o f f p r o b l e m z u g e o r d -
net s ind , und betrachtet m a n d i e W e l l e n f u n k t i o n 
des Störste l lenelektrons eben fa l l s e i n e m ef fekt iven 
W a s s e r s t o f f p r o b l e m z u g e h ö r i g , so e rg ib t sich b e i m 
Verg l e i ch der Z a h l e n w e r t e v o n \ v2lm noch i m un-
günst igsten Fall e in Verhä l tn i s , das g r ö ß e r ist als 
1 0 : 1, so daß man d ie o b i g e A n n a h m e akzept ieren 
kann. 

In A n a l o g i e zur ersten ad iabat i s chen N ä h e r u n g 
führt der Ansatz e iner P r o d u k t w e l l e n f u n k t i o n 

ipnnj (.T, , Xj , Xk) = lf>n (xt , Xk) Xfnj (x; , Xj , Xk) ( 7 ) 

10 L. PAULING u. E. B. WILSON, Introduct. to Quant. Median., 
McGraw-Hill, New York 1935. 

11 J. C . SLATER, Phys. Rev. 36, 57 [1930]. 



zu einer A u f s p a l t u n g der E l e k t r o n e n g l e i c h u n g ( 3 a ) 
in die be iden Gleichunsren: 

f y * + v ( x i , x j , X k ) 
2 m dxi 

1=1 1 

Vnj (Xi, Xj , Xk) 

= U nj Ot , Xk) ipnj (Xi , Xj , Xk), (8) 

Y 1 0 

2 m Ai dxf 
+ Unj(Xi, Xk) ipn (Xi , Xk) 

= Unnj(Xk) yJn(Xi,Xk) 

unter V e r n a c h l ä s s i g u n g des A u s d r u c k s : 

h2 

2 m 

3 
V 3 xpn (xi, Xk) 3 rpnj (xi, xj, Xk) 

3 xi 3 xi 

( 9 ) 

(10) 

+ ipn(xi,Xk) 
d2xpnj{xi, Xj, Xk) 

3 * r 

was g e r a d e d ie R e a l i s i e r u n g der zwei ten adiabat i -
schen N ä h e r u n g bedeutet . Tatsächl ich g e n ü g t j e d o c h 
d ie V e r n a c h l ä s s i g u n g des A u s d r u c k s ( 1 0 ) noch 
nicht, u m die S e p a r a t i o n zu b e w i r k e n . V i e l m e h r be -
nöt igen w i r d ie zusätzl iche V o r a u s s e t z u n g : 

V { X i , X j , Xk) > Xk) Vrij (Xi , Xj , Xk) 

= \pn (Xi , X k ) V ( X i , Xj , X k ) yJnj (xf , Xj , X k ) , (11) 

die , da in V[x{, Xj , Xk) auch m a g n e t i s c h e Wechse l -
w i r k u n g e n auftreten k ö n n e n , nicht g a n z trivial ist. 
D a wir aber be i der T h e o r i e des F - Z e n t r u m s d i e 
magnet isch sehr gut abgesät t ig ten I o n e n der I o n e n -
kristalle als a p r i o r i existent in R e c h n u n g stellen 
k ö n n e n , bedeutet d ie F o r d e r u n g ( 1 1 ) e ine viel 
w e n i g e r gewicht ige N ä h e r u n g , als d ie zwei te a d i a b a -
tische N ä h e r u n g , u n d w i r k ö n n e n es b e i d ieser kur-
zen A n m e r k u n g b e w e n d e n lassen. 

D a s quantenmechanische G e s a m t p r o b l e m ist nun 
in drei T e i l p r o b l e m e zerlegt , repräsent ier t durch d ie 
Gin . ( 4 ) , ( 8 ) u n d ( 9 ) , d ie m i t e i n a n d e r j ewe i l s n u r 
einseit ig korre l ier t s ind . F o r m a l ist d a d u r c h der 
G a n g der mathemat i s chen B e h a n d l u n g vorges chr i e -
b e n : Es ist zuerst das G i t t e r e l e k t r o n e n p r o b l e m ( 8 ) 
zu lösen, denn daraus f o l g t d ie potent ie l l e E n e r g i e 
Urijixi, Xk) f ü r d ie E i n e l e k t r o n e n g l e i c h u n g ( 9 ) , aus 
deren A u f l ö s u n g sich w i e d e r u m d i e potent ie l l e Ener -
g i e Unrtj(Xk) f ü r d ie G i t t e r s c h w i n g u n g s g l e i c h u n g ( 4 ) 
erg ibt . Jedoch ist i m R a h m e n der T h e o r i e des F-

Zentrums d ie q u a n t e n m e c h a n i s c h e B e h a n d l u n g des 
G i t t e re l ek t ronenprob lems uninteressant , zumal w i r 
n u r Ü b e r g ä n g e untersuchen w o l l e n , be i denen sich 
d ie Quantenzahl n des Störs te l l ene lektrons ändert , 
nicht aber d ie der Gi t tere lektronen . 

U m das G i t t e r e l e k t r o n e n p r o b l e m e l imin ie ren zu 
k ö n n e n , m u ß es uns ge l ingen , d ie potent ie l l e Ener -
g i e U n j ( x i , X k ) der E i n e l e k t r o n e n g l e i c h u n g ( 9 ) aus 
a n d e r e n phys ikal i schen Daten zu ermitte ln . D i e s k a n n 
d a d u r c h geschehen, daß wir — der phys ika l i s chen 
G e g e b e n h e i t g e m ä ß — die Gi t tere lektronen mit d e n 
K e r n e n zu k o m p l e x e n , po lar i s ier - u n d d e f o r m i e r b a r e n 
Te i l chen — I o n e n — z u s a m m e n f a s s e n ; d ie klassisch 
a n g e b b a r e potent ie l le E n e r g i e des Störs te l l ene lektrons 
i m F e l d e d ieser I o n e n ist dann g l e i c h b e d e u t e n d mit 
d e m E n e r g i e e i g e n w e r t U n j ( x i , X k ) der Gitterelek-
t r o n e n g l e i c h u n g ( 8 ) . 

A l l e r d i n g s ist nun auch der f ü r den Ü b e r g a n g 
m a ß g e b l i c h e S t ö r o p e r a t o r in der E ine l ek t roneng le i -
c h u n g so zu m o d i f i z i e r e n , d a ß in i h m bere i ts d i e 
B e a k t i o n der Git tere lektronen berücksicht igt ist ; be -
ze ichnen w i r ihn mit Z/^tör (l% Xj > Xk), so ist er in 
d e r E ine l ek t roneng le i chung zu ersetzen d u r c h : 

tf stör ( r , Xk) = JYnj ( r , Xj , Xk) / /stör ( l , Xj , Xk) ( 1 2 ) 
yjnj(X, X j , Xk) IJjdxj, 

u n d da wir yinj(X, X j , X ^ ) nicht b e r e c h n e n w o l l e n , 
bedeute t dies , d a ß m a n auch Hstör(x, Xk) mi t H i l f e 
des klassischen I o n e n b i l d e s b e s c h r e i b e n m u ß . D a s 
w i r d s o w o h l f ü r d ie opt ischen als auch f ü r d ie h ie r 
zunächst noch nicht behande l ten s t rah lungs l osen 
U b e r g ä n g e m ö g l i c h sein. 

Es verb le iben zur B e h a n d l u n g das E ine l ek t ronen -
p r o b l e m ( 9 ) und das G i t t e r s c h w i n g u n g s p r o b l e m ( 4 ) . 
B e i d e Gle i chungen w e r d e n w i r in den f o l g e n d e n 
P a r a g r a p h e n aus führ l i ch d iskut ieren . B e v o r w i r j e -
d o c h d ie e igentl iche Deta i ld i skuss i on d u r c h f ü h r e n , 
m ü s s e n wir im nächsten P a r a g r a p h e n n o c h e in ige 
B e m e r k u n g e n a l l gemeinerer A r t ü b e r Git terschwin-
g u n g e n schlechthin und über d ie q u a n t e n m e c h a n i s c h e 
Gi t terg le i chung ( 4 ) machen . 

§ 2 . Gitterschwingungen 

D i e ScHRÖDiNGER-Gleichung ( 4 ) f ü r d ie Gitter-
kerne hängt v o n den E l e k t r o n e n k o o r d i n a t e n nicht 
m e h r ab, doch ist d ie potent ie l le E n e r g i e Un,nj{Xk) 
der Git terkerne identisch mit d e m E i g e n w e r t der 
E ine l ek t roneng le i chung ( 9 ) , d . h . K e r n w e l l e n f u n k -
t i onen und K e r n z u s t ä n d e h ä n g e n v o n den Elektro -
nenquantenzah len n, rij ab . D a — w i e i m v o r i g e n 
P a r a g r a p h e n ausge führ t — uns nur E f f ekte interes-
s ieren , bei denen d ie Git tere lektronen ihren Z u s t a n d 
be ibeha l ten ( n ; = c o n s t ) , u n d w i r i n f o l g e d e s s e n o b e n 
d i e quantenmechanische B e h a n d l u n g des Gitterelek-
t r o n e n p r o b l e m s be i se i t egeschoben h a b e n , w e r d e n 



w i r k ü n f t i g den I n d e x iij an der potent ie l len E n e r g i e 
w e g l a s s e n . 

A u s der realen Ex is tenz gestörter Kristal le f o l g t , 
d a ß d i e potent ie l le E n e r g i e Un(X/,.) M i n i m a h a b e n 
m u ß . in d i e schwach ausge lenkte Git terkerne zurück-
s treben . D i e A b h ä n g i g k e i t der potent ie l len E n e r g i e 
Un{Xj;) v o n der E lektronenquantenzah l n kann m a n 
i m klass ischen B i ld d a h i n interpret ieren, d a ß d ie 
K e r n e in den versch iedenen E lektronenzuständen 
vers ch i edene R u h e l a g e n haben , u n d m a n kann 

Un(Xk) an d iesen R u h e l a g e n entwicke ln : 

un (Xk) = un (XW) +1 y [xk - (*j -
i.k + . . . 

m i t A f = 3 *UH (Xk) ß X j dXk { X j = Z(n,; Z(n,). 

( 1 3 ) 

D a be i d e n S c h w i n g u n g e n des Gitters d ie K e r n e tat-
sächlich n u r w e n i g aus ihren R u h e l a g e n ausgelenkt 
w e r d e n ( m a x i m a l etwa 5 % des G i t t e r a b s t a n d e s ! ) , 
k ö n n e n w i r mit g u t e m Recht d ie TAYLOR-Entwicklung 
nach d e m quadra t i s chen Gl i ed abbrechen . D i e h ö -
heren E n t w i c k l u n g s g l i e d e r s ind als O p e r a t o r e n m a ß -
geb l i ch f ü r den thermischen Ausg le i ch i m Gitter, ins-
b e s o n d e r e f ü r d ie E n e r g i e d i s s i p a t i o n stark lokal i -
s ierter P h o n o n e n a n r e g u n g e n . 

V e r w e n d e n w i r f ü r d i e kartesischen K o m p o n e n t e n 
Xk — X^ der A u s l e n k u n g der Git terpunkte aus ihren 
j e w e i l i g e n R u h e l a g e n d i e Beze i chnung irjJ^ . so k ö n -
nen w i r mi t Gl . ( 1 3 ) d ie Gi t terg le i chung ( 4 ) um-
schre iben i n : 

_ v h ~ 0 2 

-r 2 Mk dgf 
I 1 V 4 ( N ) 

+ 2 Ajk b j Sk 
h k 

<p: m ( 1 4 ) 

= [ E l - U n ( X p ) ] cpl(l^) 

D e m HAMiLTON-Operator d ieser ScHRÖDiNGER-Glei-
chung entspricht e ine HAMiLTON-Funktion. d ie g e r a d e 
d ie klassischen G i t t e r s chwingungen beschre ibt . Ins-
g e s a m t g ib t es i m a l l g e m e i n e n N versch iedene Gitter-
e i g e n f r e q u e n z e n , entsprechend den N Fre ihe i tsgra -
den des Kerng i t ters , denen N/2 opt ische und eben-
sov i e l e akustische E i g e n s c h w i n g u n g e n z u g e o r d n e t 
s ind . D i e opt ischen E i g e n s c h w i n g u n g e n — wie übr i -
g e n s auch d i e akustischen — bestehen ihrerseits zu 
zwei Drit te ln aus transversalen und zu e i n e m Drittel 
aus l o n g i t u d i n a l e n S c h w i n g u n g e n . G e r a d e auf d ie 
letzteren h a b e n w i r unser b e s o n d e r e s A u g e n m e r k zu 
r ichten, d a m a n ze igen k a n n 1 2 , daß d i e W e l l e n f u n k -
t ion des Störs te l l ene lektrons nur mit ihnen korre l ier t 

12 S. I . PEKAR, Untersuchung über die Elektronentheorie der 
Kristalle, Akad.-Verlag, Berlin 1954. 

ist, v o n den a n d e r e n d a g e g e n ( in sehr guter Nähe -
r u n g ) nicht a b h ä n g t . 

Es ist b e k a n n t 1 3 , d a ß d i e E i g e n f r e q u e n z e n der 
opt i schen L o n g i t u d i n a l s c h w i n g u n g e n sich nur w e n i g 
v o n e i n a n d e r unterscheiden, a lso — i n s b e s o n d e r e i m 
l a n g w e l l i g e n Geb ie t — quasientartet s ind . W i r wer -
den d iese sehr wicht ige E i g e n h e i t später noch in un-
sere A r g u m e n t a t i o n e i n b e z i e h e n . 

D i e q u a n t e n m e c h a n i s c h e B e w e g u n g s g l e i c h u n g ( 1 4 ) 
des Gitters kann in b e s o n d e r s übersicht l iche F o r m 
gebracht w e r d e n , w e n n m a n den HAMiLTON-Operator 
auf N o r m a l k o o r d i n a t e n t r a n s f o r m i e r t . D a d u r c h w i r d 
d ie K o p l u n g der F r e i h e i t s g r a d e des Gitters ge löst 
u n d es entsteht ein S y s t e m u n g e k o p p e l t e r Oszi l lato-
ren , d ie K o l l e k t i v b e w e g u n g e n der Git terkerne ent-
sprechen u n d d e r e n W e l l e n f u n k t i o n e n u n d Energ ie -
e i g e n w e r t e leicht berechnet w e r d e n k ö n n e n . D a d ie 
T h e o r i e d e r N o r m a l k o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n w o h l -
b e k a n n t ist. w o l l e n w i r h ier nur sehr kurz darauf 
e i n g e h e n . 

W i r setzen zunächst : 

( n ) = M - r&'-i + M + ro* 
6ak' M + +M-

.,(11) r (n) r (n) 
8 ofr = i2fr — i 2 f r - l 

( 1 5 a. b ) 

w o b e i d ie d r e i d i m e n s i o n a l e n V e k t o r e n Jojfc—l , J^t 
j e w e i l s d ie Z u s a m m e n f a s s u n g der kartesischen A u s -
l e n k u n g s k o o r d i n a t e n z w e i e r entgegengesetzt ge lade -
ner benachbar te r Gi t terpunkte b e d e u t e n . U m d ie 
Subst i tu t i on ( 1 5 ) e i n d e u t i g zu machen , w o l l e n w i r 
v e r e i n b a r e n , d a ß d ie I o n e n p a a r e insgesamt zentral-
s y m m e t r i s c h a n g e o r d n e t sein so l len. D iese V e r e i n -
b a r u n g w i r d sich a l l e r d i n g s später als über f lüss ig 
e rwe i sen . Mit der Subst i tu t i on ( 1 5 ) kann m a n be-
kanntl ich in guter N ä h e r u n g — i n s b e s o n d e r e f ü r d i e 
E x t r e m f ä l l e M + > M _ , M+<M_ u n d M+=M_ 
b z w . im Fal le g r o ß e r W e l l e n l ä n g e — d ie opt ischen 
und akustischen E i g e n s c h w i n g u n g e n v o n e i n a n d e r 
t r e n n e n ; ist den akust ischen (Schwerpunkts -
b e w e g u n g eines I o n e n p a a r e s ! ) u n d 3 $ den opt i -
schen ( D i p o l s c h w i n g u n g ! ) S c h w i n g u n g e n z u z u o r d -
nen. K e h r e n wir jetzt w i e d e r zu der e in fach durch-
i n d i z i e r e n d e n S c h r e i b w e i s e zurück, so b l e ib t mit die-
ser Subst i tut ion d i e r e inquadra t i s che F o r m der 
kinetischen E n e r g i e e r h a l t e n : 

T = 
h2 d2 h2 v d2 

V " - V " ( 1 6 ) 
2 M a r a b T 2 M0 — d CiV2 

k k 
_ v h2 d2 

— 2 Mvd ' v, k 

R . BECKER, Theorie der Wärme, Springer-Verlag, Berlin 
1955, S. 216. 



w o b e i M.d u n d M0 d i e reduz ier ten M a s s e n der b e i d e n 
S c h w i n g u n g s z w e i g e b e d e u t e n : 

M + M-
Ma = M++M_; M0 = 

M M -
( 1 7 a . b ) 

u n d v f ü r d i e Ind izes a u n d o steht. D i e potent ie l le 
E n e r g i e d e r l inken Seite v o n Gl . ( 1 4 ) geht durch 
( 1 5 ) ü b e r i n : 

N 

2 /, jk 5) b/t — 2 u/ij,vkh/i) bVk (18) 
i,k fij, vk 

N/2 
V « 
hk 

a (ii) 
jk 

Mn) r\u, 
b a j b a k 

N/2 
(Ji) 4-1 V a o(n) ^(n) *-(n) 

jk b oi b ot 

w o d u r c h d ie neue M a t r i x a f y v k 

hk 

e indeut ig def iniert 
ist. Es ist gut a n g e n ä h e r t = 0 f ü r fi 4= r, so 
d a ß a lso n ä h e r u n g s w e i s e g i l t : = <5„r und 
w i r d a m i t Gl . ( 1 4 ) durch e inen P r o d u k t w e l l e n f u n k -
t ionsansatz </%> (sin>) = p f ö ( £ $ ) • 
in zwe i G l e i c h u n g e n zer l egen k ö n n e n , d ie j ewe i l s 
nur v o n den K o o r d i n a t e n e ines S c h w i n g u n g s z w e i g s 
a b h ä n g e n : 

h-
2 M 

= s w 

m i t 

N/2 
V 

a2 

k 
n(n) 

Ö CT 

NI2 

2 + i y a v (n) Mn) wn) 
M;A- b 17 b i'Ä-

i,k 

Wnt&V), v = a,o, ( 1 4 a ) 

r ( n ) 

D a der opt i s che u n d akust ische Z w e i g n u n m e h r end-
gü l t ig v o n e i n a n d e r gesch ieden s ind , w o l l e n w i r uns 
v o n der Be las tung durch d e n I n d e x >' = a. o b e f r e i e n ; 
d ie we i tere B e h a n d l u n g gi l t f ü r b e i d e Z w e i g e glei -
cherweise . 

D i e nächste A u f g a b e besteht dar in , d ie Matr ix 
a ^ j z u d i a g o n a l i s i e r e n . D i e s geschieht durch d ie 
T r a n s f o r m a t i o n : 

-(n) 
• i 

N/2 

2_j by/.- (lk •> 
k = 1 

Qk 
N/2 

(n) _ Y " b jk :\n ) , ( 1 9 a. b ) 

w o b e i das V e k t o r s y s t e m = } * g e r a d e d ie 
E i g e n v e k t o r e n der M a t r i x a ^ s ind u n d der E igen -
w e r t b e d i n g u n g g e n ü g e n : 

N/2 
(20) 

A l l g e m e i n kann das E i g e n v e k t o r s y s t e m einer M a t r i x 
stets als v o l l s t ä n d i g e s O r t h o n o r m a l s y s t e m im zuge-
o r d n e t e n — hier V / 2 - d i m e n s i o n a l e n — HILBERT-
R a u m g e w ä h l t w e r d e n ; d a n n gelten d ie O r t h o g o n a l i -

* i k W bedeutet hier einen Vektor im V/2-dimensionalen 
HiLBERT-Raum, und darf nicht mit den dreidimensionalen 
Vektoren der Gin. (15 a, b) verwechselt werden. 

tätsre lat ionen : 
N/2 NI2 
£ = <W; 2 »> =Sjj'. ( 2 1 ) 

7=1 k=1 

Dies bedeutet i n s b e s o n d e r e , d a ß d ie v o n al len E i g e n -
vektoren C(jk g e b i l d e t e M a t r i x Z e ine O r t h o g o n a l -
matr ix ist ( Z t r a n s p = Z - 1 ) , w a s w i r in Gl . ( 1 9 b ) 
bereits vo rausgese tz t h a b e n . 

Durch d i e N o r m a l k o o r d i n a t e n t r a n s f o r m a t i o n geht 
der HAMILTON-Operator d e r Gl . ( 1 4 a ) in e ine re in 
quadrat i s che F o r m in den N o r m a l k o o r d i n a t e n q ( k* 
über , so d a ß d i e SCHRÖDINGER-G1. durch d e n A n s a t z 
e iner P r o d u k t w e l l e n f u n k t i o n in N/2 v o l l s t ä n d i g ent-
k o p p e l t e E i n o s z i l l a t o r g l e i c h u n g e n zer fä l l t : 

2 M + 2 M ( w * n ) ) 2 ^ n ) 2 ] ( 2 2 ) 

= 4 n Ä ( < 2 i n ) ) ; £ = 1 , 2 , . . . , f 

mit m = /n1 ? m2, m 3 . . . . , my/2; 

<pW (q[n), q%) = (q[n)) ( ^ n ) ) 
N/2 

4 n > = 2 e S ' £ Ä = fe co i n ) + mk] . 
k=l 

D i e ^ m l s i n ( l d i e W e l l e n f u n k t i o n e n l inearer , 
h a r m o n i s c h e r Osz i l la toren , d e r e n E i g e n f r e q u e n z e n 
durch 0 0 ^ g e g e b e n s ind . D i e Gin . ( 2 2 ) r eprä -
sentieren d i e opt i s chen u n d akustischen E i g e n -
s c h w i n g u n g e n g le i cherwe ise , w o b e i f ü r d ie ersteren 

M = M + M J M + + M . . 

f ü r d ie letzteren 
M = M+ + 

zu setzen ist, u n d d i e E i g e n f r e q u e n z e n aus d e r L ö -
sung des E i g e n w e r t p r o b l e m s f ü r d i e M a t r i z e n 

= u n d < $ > = < # * > 

f o l g e n . D i e S u m m e al ler E n e r g i e e i g e n w e r t e 
( d e r akust ischen + , d e r opt i s chen — ) ist g e m ä ß 

Gl . ( 1 4 a ) d e m E n e r g i e e i g e n w e r t E^ — Un ) 
d e r SCHRÖDINGER-G1. ( 1 4 ) g l e i c h z u s e t z e n . 

W i e m a n aus den Gin . ( 1 3 ) u n d ( 1 8 ) erkennt , 
s ind d ie M a t r i z e n a f f l u n d d e m g e m ä ß auch d i e ihnen 
z u g e h ö r i g e n E i g e n w e r t e u n d E i g e n v e k t o r e n v o m 
E lekt ronenzus tand n a b h ä n g i g , und wir m ü s s e n 
d iese A b h ä n g i g k e i t e twas n ä h e r betrachten. 

D i e E i g e n v e k t o r e n s ind m a ß g e b l i c h fes tge legt 
durch d ie S y m m e t r i e d e r r ü c k t r e i b e n d e n K r ä f t e bei 
A u s l e n k u n g e n aus den j e w e i l i g e n Gi t terruhe lagen . 
D i e s e rückt re ibenden K r ä f t e untersche iden sich in 
den versch iedenen E l e k t r o n e n z u s t ä n d e n aus zwei 



Gründen: 1. Der A u f b a u des Gitters selbst bedingt 
eine Abhängigkeit von den Gleichgewichtspositionen 
der einzelnen Gitterpunkte, was man schon am ein-
fachen Model l eines Gitters mit Federbindungen zwi-
schen den einzelnen Kernen anschaulich erkennen 
kann. 2. Zusätzlich zu dieser allein v o m Gitter her-
rührenden Abhängigkeit tritt noch eine solche v o m 
Feld der Elektronenladungsverteilung; ein M a ß für 
sie ist der Vektorgradient des Feldes. (Ein homo-
genes Feld hat keinen Einfluß auf die rücktreiben-
den Krä f te ! ) 

Um eine konkrete Aussage über die Abhängigkeit 
zu gewinnen, charakterisieren wir die Eigenvektoren 
durch die radial gerichteten Eigenschwingungsampli-
tuden der 6 nächsten Nachbarn des Störzentrums. 
Da die Symmetrieachsen der Elektronenwellenfunk-
tionen sich nach den Kristallachsen ausrichten, blei-
ben die Normalamplituden in allen Zuständen radial 
gerichtet. Für die relative Änderung der Amplituden-
länge bei Übergängen zwischen zwei Elektronenzu-
ständen ergibt eine etwas eingehendere Betrachtung 
die Größenordnung Aa — Ab/a, wenn der Vektor-
gradient des Elektronenfeldes nicht berücksichtigt 
wird. (Seine Berücksichtigung bewirkt keine größere 
Veränderung, als die soeben angeführte. ) Aa und 
Ab kennzeichnen die radiale Verschiebung der Ruhe-
lagen durch das Sextett (Aa, Ab, Ab, Aa, Ab, Ab). 
Bei Übergängen zwischen s-Zuständen ist Aa = Ab , 
und die Normalamplituden ändern sich überhaupt 
nicht. Bei allen anderen Übergängen sind die Ver-
schiebungen Aa, Ab stets kleiner als 5 % des Gitter-
abstandes a, mithin also \ Aa — Ab\/a mindestens 
kleiner als 0 .05 ist, so daß man in guter Näherung 
setzen kann: 

a % ] = a j k , für a l l e n . ( 2 3 ) 

Dies wird künftighin getan. Nach derselben Betrach-
tung erhält man als maximale relative Änderung von 
(c<4n> ) 2 die Größenordnung (Aa + Ab/2 a), also 
ebenfalls weniger als 0 .05 , so daß es auch gerecht-
fertigt ist, die Eigenfrequenzen der Oszillatoren 
künftig als v o m Elektronenzustand unabhängig an-
zunehmen. 

Die Auslenkungen cjj.1̂  sind auf die Ruhelagen 
des Zustandes n bezogen. Nach den Gin. ( 1 5 a, b ) 
ist: 

= - 4 n n ' > ( 2 4 ) 

( N N 0 M + ( X < V > I - I ^ I ) + M ( X & " - X ® ) 
mit = M + +M1 

bzw. = (Z&'> - Z&>) - ( X f t l i - • 

Damit wird nach den Gin. ( 1 9 ) und ( 2 3 ) 
TV/2 

^ = - I s V 4 n n / ) • (25) 
7 = 1 

Den im V/2-dimensionalen (optischen oder akusti-
schen) Unterraum definierten Verschiebungsvektor 
J(nn ) _ können wir nach dem im selben HIL-
BERT-Raum vollständigen System der Eigenvektoren 
5j entwickeln 1 4 : 

NI2 NI2 
i(nn') = v a;.nn/>3;. bzw. ;.inn '> = 2 a ! n n / > ( 2 6 ) 

7 = 1 7 = 1 

und erhalten die Entwicklungskoeffizienten a j n n ) 

durch skalare Multiplikation der Gl. ( 2 6 ) mit 3; : 
A72 

a ( n n ' ) = I ( n n ' ) g . = £ > . ( 2 7 ) 
Ä = 1 

Dies in Gl. ( 2 5 ) eingesetzt ergibt : 

?£n , ) = ? i n ) - 4 n n , ) . ( 2 8 ) 

W i r werden später sehen, daß man die Gittereigen-
vektoren so wählen kann, daß die Wellenfunktionen 
zweier gleichzeitig beschriebener Elektronenterme 
nur von zwei Normalkoordinaten abhängen. Die 
Elektronenwellenfunktionen sind aber ihrerseits 
maßgeblich für die Verschiebung der Gitterruhe-
lagen. so daß die Vermutung nabeliegt, daß der Ver-
schiebungsvektor Fn n ) bei Übergängen zwischen zwei 
Elektronenzuständen ebenfalls durch eine Linear-
kombination von nur zwei Eigenvektoren beschrie-
ben wird. W i r werden später diese Vermutung be-
stätigen können. Für die Oszillatorgleichungen ( 2 2 ) 
bedeutet dies im besonderen, daß die Eigenwerte 
f^J] nur für zwei Oszillatoren v o m Elektronenzustand 
abhängen, und sich deswegen bei optischen Uber-
gängen nur die Quantenzahlen zweier Oszillatoren 
ändern können. 

Nähere Aussagen über das Gitterschwingungs-
problem lassen sich erst machen, wenn das Einelek-
tronenproblem gelöst und damit die potentielle 
Energie Un(Xk) der Kernschwingungsgleichung be-
kannt ist. 

§ 3. Das Einelektronenproblem 

W i r behandeln in diesem Paragraphen die ab-
separierte SCHRÖDINGER-G1. (9 ) des lokalisierten 
Störstellenelektrons. Da wir die Behandlung der 
Gitterelektronengleichung (8) umgehen wollen, steht 

14 H. STUMPF, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955]. 



uns deren E igenwer t Unj(Xi, Xk) nicht zur V e r f ü -
g u n g , u n d w i r müssen deshalb d ie potentiel le Ener -
g i e des E i n e l e k t r o n e n p r o b l e m s fixieren. 

Betrachten wir ein aus Ionen aufgebautes kub i -
sches Gitter, so k ö n n e n wi r die K r a f t w i r k u n g e n auf 
e ine zusätzlich e inge führte Punkt ladung in erster 
N ä h e r u n g in drei Ante i le zer l egen : 

1. d ie CouLOMB-Kräfte der als starr gedachten, in 
gewissen R u h e l a g e n festsitzenden Ionen . 

2 . d ie D i p o l k r ä f t e , d ie zusätzlich auftreten, w e n n 
d ie starren I o n e n aus den fixierten Buhe lagen aus-
gelenkt werden , u n d 

3 . d ie D i p o l k r ä f t e schließlich, die v o n der P o l a r i -
sat ion der e inzelnen Ionen selbst herrühren . 

N e h m e n w i r aus dem idealen Kr is ta l lverband ein 
negat ives I on heraus, so verschieben sich d ie B u h e -
lagen der Ionen . Im Gegensatz aber zu den starken 
elastischen D e f o r m a t i o n e n , d ie bei e inem Zwischen-
g i t teratom auftreten, bewirkt eine Gitterlücke nur 
g e r i n g e elastische V e r z e r r u n g e n der Ionen , so d a ß 
m a n in guter N ä h e r u n g d ie statische W i r k u n g e iner 
A n i o n e n l ü c k e auf d ie Kr i s ta l lumgebung dadurch be-
schre iben kann, daß man — anstatt ein negat ives 
I o n aus d e m Kristall zu entfernen — eine entgegen-
gesetzt gleich g r o ß e pos i t ive L a d u n g in den idea len 
Kristal l e in fügt . Das I on ist j e d o c h überd ies noch 
po lar i s i e rbar , und d ie e ingebrachte P u n k t l a d u n g 
v e r m a g d iese Eigenschaft des I ons nicht zu k o m p e n -
sieren. Beschreibt man also das gestörte Gitter mit 
A n i o n e n l ü c k e in seiner W i r k u n g auf das Störstel len-
e lektron durch ein ideales Gitter u n d eine zusätzlich 
e ingebrachte pos i t ive Punkt ladung , so enthält e ine 
solche Beschre ibung d ie Po lar i sa t i onswirkung e ines 
überschüss igen A n i o n s am Ort des Störzentrums, 
u n d d ie Beschre ibung ist nur brauchbar , wenn d iese 

P o l a r i s a t i o n s w i r k u n g als klein angesehen w e r d e n 
kann. W i r akzept ieren dies h ier o h n e D iskuss i on als 
V o r a u s s e t z u n g , d ie unausgesprochen in allen bishe-
r igen kont inuumstheoret i s chen Pub l ika t i onen über 
das F - Z e n t r u m gemacht i s t 3 ' 4 , und verweisen f ü r 
e ine n ä h e r e Untersuchung auf Te i l I I I . 

D i e praktisch v o r k o m m e n d e n V e r r ü c k u n g e n der 
Git terkerne bei E i n f ü g u n g einer pos i t iven Punkt-
l a d u n g b z w . bei Gi t terschwingungen s ind — wie 
schon f r ü h e r erwähnt — kleiner als 5 % des Gitter-
abstandes , so d a ß wir uns die Ionenpo lar i sa t i ons -
d i p o l e u n d d ie A u s l e n k u n g s d i p o l e stets in den idea-
len Gitterpunkten lokal is iert denken k ö n n e n . G e m ä ß 
den vors tehenden P r ä m i s s e n haben wir d ie Wechsel -
w i r k u n g des Störste l lenelektrons mit d e m idealen 
Gitter zu f o r m u l i e r e n , denn die W e c h s e l w i r k u n g mit 
der d ie Störstel le repräsent ierenden pos i t iven Punkt-
l a d u n g kann s o f o r t angeschr ieben werden . 

I m idealen , we i tausgedehnten Kristal l wirkt auf 
ein Zusatze lektron das Potent ia l der COULOMB-Felder, 
d ie v o n den P u n k t l a d u n g e n in den idealen Pos i t i o -
nen herrühren . Dieses Potent ia l hat die Trans lat ions -
s y m m e t r i e des idealen Kristal ls . A u ß e r d e m bef indet 
sich das E lektron noch i m Potent ia l fe ld der D i p o l e ; 
auch hier tritt ein g i t terper iod ischer Antei l a u f : d ie 
W e c h s e l w i r k u n g s e n e r g i e zwischen d e m Elektron und 
den v o n i h m selbst durch Po lar i sa t i on der I o n e n 
geschaf fenen D i p o l e n . 

Bekannt l i ch kann m a n in erster N ä h e r u n g in der 
E ine lekt roneng le i chung d ie g i t terper iodischen Glie-
der weglassen , w e n n m a n i m kinetischen Gl ied d ie 
tatsächliche E lekt ronenmasse durch eine ef fektive 
M a s s e m* e r s e t z t 3 ' l a , d i e m a n nun al lerdings durch 
das E x p e r i m e n t b e s t i m m e n m u ß . D i e SCHRÖDINGER-
Gle i chung f ü r das lokal is ierte Elektron können wir 
jetzt in f o l g e n d e r Gestalt s chre iben : 

- » - A ~ — + F ( 0 ) ( x { , X < * > - X < ~ > ) + FW (x{, X , - X P ) + V ( X k ) V N FA, Xfi) = Un ( X k ) ( * « , x k ) . 

( 2 9 ) 
2 m 

D a r i n steht m für d ie ef fektive Masse des Stör -
stel lenelektrons. Das Gl ied — e2/s r ist das Potent ia l -
f e ld des Störzentrums, geschwächt durch e ine als 
kont inuier l i ches M e d i u m mit der Dielektr iz i tätskon-
stanten £ gedachten U m g e b u n g . 

ist das Potential , das v o n 
der Zusatzpo lar i sat ion des Gitters durch d ie La -
d u n g s w o l k e des Elektrons herrührt , wenn sich Git-
ter u n d Elektronenwel len funkt ion ip„ (xi, Xk) im 
statischen Gleichgewicht be f inden (Elektron-Gitter-

Stat ik ; s ind d ie R u h e l a g e n der Gitterkerne f ü r 
e inen nicht lokal is ierten ( B a n d - ) Zustand des Stör-
s te l l ene lektrons ) . Es ist : 

F<°> ( s , , X<*> - X<~>) = - e J ff Cr') d r ' . 

( 3 0 ) 

A u d i bei d i e sem Gl ied b e h a n d e l n wir d ie U m g e b u n g 
des S törzentrums als K o n t i n u u m , da wir die a tomi -

1 5 D . TER H A A R , Introduct. to the Physics of Many-Body-
Systems, Intersc. Publ., New York 1958. 



stische D i s k u s s i o n der Elektron-Git ter -Stat ik h ier 
u m g e h e n w o l l e n ; f ü r d ie D y n a m i k ist j e d o c h erst 
das nächste Gl ied der Gl . ( 2 9 ) m a ß g e b l i c h . 
^ ^ ( r ' ) ist d ie v o n der E l e k t r o n e n l a d u n g s v e r t e i l u n g 
e l V n 0 ) ( r ) | 2 h e r r ü h r e n d e und mit ihr i m Gle i chge -
wicht s tehende „ t r ä g e " P o l a r i s a t i o n , d ie der M o m e n -
t a n b e w e g u n g des E lekt rons nicht zu f o l g e n v e r m a g . 
D i e W e c h s e l w i r k u n g mit der t räghe i ts losen P o l a r i -
sat ion der Gi t ter ionen haben w i r bere i ts durch d i e 
M e t h o d e der e f fekt iven M a s s e er faßt , d e n n sie hat 
d ie Per i od i z i tä t des Gitters. W i r w e r d e n ( r ' ) 
we i ter unten aus e iner M i n i m a l f o r d e r u n g bes t im-
m e n . 

V ( x f , Xk - ) ist das zusätzl iche W e c h s e l -
w i rkungspo tent ia l zwischen Gitter u n d E lekt ron , 
w e n n d ie Git termassen aus d e n R u h e l a g e n X ^ be -
l i eb ig ausgelenkt w e r d e n . W i r w o l l e n dieses G l i ed 
atomist isch beschre iben . W i r beze i chnen 1 6 d i e V e r -
s ch i ebung e ines Gitterkerns k mit X kn) = — j.n) . 
W ä r e n d ie I o n e n starr, so w ü r d e e ine so lche V e r -
s ch i ebung w i e ein D i p o l 

= ( 3 1 ) 

im Punkte w i rken . D a d i e I o n e n selbst a b e r 
p o l a r i s i e r b a r s ind, g ibt das resu l t i e rende D i p o l f e l d , 
das durch d iese zusätzl ichen K e r n v e r s c h i e b u n g e n 
J (kn) auftritt . A n l a ß zu e iner P o l a r i s a t i o n der Hül len 
al ler I o n e n , und der v e r b l e i b e n d e E l e m e n t a r d i p o l 
hat nicht m e h r d ie Gestalt ( 3 1 ) . s o n d e r n : 

3J?Ln) + m i n ) = o 9TcLn) = o ek • ( 3 2 ) 

D ieser höchst e in fache Z u s a m m e n h a n g u n d d i e 
G r ö ß e Q f o l g e n aus e iner T h e o r i e v o n KUN HUANG, 
auf d ie w i r h ier nur ganz kurz e i n g e h e n k ö n n e n 1 ' . 
W i r w e r d e n später ze igen , d a ß d i e E l e k t r o n e n w e l l e n -
f u n k t i o n e n nur v o n l o n g i t u d i n a l e n opt ischen Gitter-
s c h w i n g u n g e n g r o ß e r W e l l e n l ä n g e a b h ä n g e n . N a c h 
HUANG kann m a n diese G i t t e r s c h w i n g u n g e n auf e iner 
m a k r o s k o p i s c h e n Basis betrachten. Z u r B e s c h r e i b u n g 
wählt m a n den V e k t o r p a r a m e t e r 

to, = y ^ (E<J> - £<">), mit M = M+ M„ / (M + + M _), 

( 3 3 ) 

16 Wir verlassen hier die einfach durchindizierende Koordina-
tenschreibweise. 

1 7 K . HUANG, Proc. Roy. Soc., Lond. A 208, 3 5 2 [ 1 9 5 1 ] ; 
M. BORN U. K . HUANG, Dyn. Theory of Cryst. Lattices, Ox-
ford 1954, S. 82 ff. Wir werden in Teil III noch eine zweite 
Möglichkeit angeben, den Zusammenhang (32) und die 
Größe Q zu berechnen. 

a lso e ine Z u s a m m e n f a s s u n g zweier entgegengesetzt 
g e l a d e n e r benachbarter Gi t ter ionen im S i n n e d e r 
Subst i tu t i on ( 1 5 b ) , w o b e i der I n d e x 1 darau f h in -
we isen sol l , d a ß nur der l ong i tud ina le Ante i l der 
G e s a m t a u s l e n k u n g e n geme int ist. M ist d ie redu-
zierte opt i sche Masse der Gi t ter ionen u n d r ist das 
V o l u m e n d e r Elementarze l le des Gitters, g e n a u e r : 
das V o l u m e n , d e m ein Gitterkern z u g e o r d n e t ist. 
Mi t d ieser l ong i tud ina len A u s l e n k u n g steht nun 
e ine P o l a r i s a t i o n 

% = I V " 2 
I 4 rc n-

i m Gle ichgewicht , u n d in atomist ischer F o r m u l i e r u n g 
k ö n n e n w i r f ü r den e inem Gitterpunkt z u g e h ö r i g e n 
D i p o l s c h r e i b e n : 

K n ) = m p + mLn ) = I ( 7 * 2 ) M : 0Ja ek x(kn). 

| 2 rr e- n-

D e r F a k t o r n ist d e m g e m ä ß g e g e b e n d u r c h : 

co0 ist d i e i n f r a r o t e D i s p e r s i o n s f r e q u e n z , be i der der 
B r e c h u n g s i n d e x des Kristal ls unendl ich g r o ß w i r d . 
Be i sp i e l swe i se ist f ü r N a C l co0 = 3 . 0 9 • 1 0 1 3 s e c - 1 

(s . A n m . 1 8 ) . D i e G r ö ß e v o n o l iegt bei den meisten 
A lka l iha logen idkr i s ta l l en in der N ä h e v o n 1 / 2 (be i 
N a C l ist o = 0 . 4 6 8 ) . 

Mi t Gl . ( 3 2 ) k ö n n e n w i r jetzt das Gl ied 
F ^ ( r , 9 i k - 9? ( k n )) a n g e b e n ; es ist d ie potent ie l le 
E n e r g i e e ines Elektrons i m result ierenden Fe ld al-
ler E lementarc l ipo le (9J2k + T r t k ) ( s . A n m . 1 9 ) : 

FW (r. = e g V . ( 3 r ) 

M a n kann d iesen A u s d r u c k j e d o c h sogle ich mit H i l f e 
der Subst i tut ionen ( 1 5 a. b ) auf d ie reduzierten A u s -
l e n k u n g e n umschre iben , und erkennt d a b e i , d a ß 
in guter N ä h e r u n g d ie A b h ä n g i g k e i t v o n den „ a k u -
s t i s chen" A u s l e n k u n g e n 3 ^ g e g e n ü b e r der v o n den 
„ o p t i s c h e n " 3 ^ zu vernachläs igen ist : 

v(r> (X. - 3 U n ) ) « e 2 r> V * - XJ . ( 3 5 a ) 
~F k r 

18 Eine gute Zusammenstellung der Werte von co0 für eine 
ganze Anzahl von Ionenkristallen findet man bei BORN U. 
HUANG 

19 Es ist zu beachten, daß in dieser Wechselwirkungsenergie 
auch die Wechselwirkung zwischen den vom Störstellen-
elektron momentan geschaffenen Polarisationsdipolen und 
den Dipolen (32) enthalten ist, doch verweisen wir für eine 
nähere Diskussion auf Teil III. 



Die Summation ist jetzt über alle ./V/6 Ionenpaare 
zu erstrecken, und 9t j?*' bezeichnet jeweils das Zen-
trum der von den Paaren gebildeten Zellen. 

Schließlich verbleibt uns nur noch die Erläuterung 
des Gliedes V{Xk) der Gl. ( 2 9 ) . Es ist von den 
Elektronenkoordinaten und dem Elektronenzu-
stand n unabhängig . Faßt man die Bewegungsglei-
chung der Gitterkerne zusammen mit der Elektro-
nengleichung ins Auge , so erkennt man, daß V (Xk) 
gerade die potentielle Energie der Kerne sein muß. 
wenn sie bei unbesetzter Störstelle aus ihren Buhe-
lagen ausgelenkt sind. Schreiben wir den Ruhelagen 

des unbesetzten Störstellenzustandes die poten-
tielle Energie Null zu, und bezeichnen wir mit A ^ 
die Gittermatrix des gestörten Gitters, so ist also : 

v(xk)=h£A\r)& 
i, k 

b k ( 3 6 ) 

Darin bezeichnen die Auslenkungen der 
Gitterpunkte aus den Ruhelagen des unbesetzten 
Störstellenzustandes. 

Damit sind nunmehr alle Glieder der Einelektro-
nengleichung festgelegt, und wir können uns den 
Lösungen dieser Gleichung zuwenden. 

Zur Berechnung der Wellenfunktionen und Ener-
gieterme benützen wir das direkte Variationsverfah-
ren der Quantenmechanik. W i r wählen Eigenfunk-
tionen, die nur von einem einzigen Variationspara-
meter abhängen. Bei willkürlichen Verrückungen 
der Gitterpunkte soll sich der Charakter der an-
genommenen Eigenfunktionen nur unwesentlich ver-
ändern, so daß die ganze Umgebungsabhängigkeit 
im Variationsparameter enthalten sein muß. Die Be-
schränkung auf einparametrige Funktionen geschieht 
nur zur Vereinfachung der Rechnung und ist keines-
wegs methodisch bedingt. W i r gehen jedoch hier 
nicht auf die Veral lgemeinerung auf mehrparame-
trige Funktionen bzw. auf den Ansatz einer Linear-
kombinat ion mehrerer Funktionen mit variablen 
Koeff izienten ein, sondern verweisen auf die Arbeit 
v o n S T U M P F u n d W A G N E R 2 0 . 

W i r entwickeln den Variationsparameter a'n) nicht 
nach den eigentlichen Auslenkungen ( X k — X ^ ) 
der Gitterkerne aus den Ruhelagen sondern 
sogleich nach den durch die Substitution (15 a, b ) 
definierten reduzierten Auslenkungen 

a(n) = a<n> + V «&> + . . . ; v = a, o . ( 3 7 ) 
Tk 

2 0 H . STUMPF U. M . WAGNER, Z . Naturforschg. 1 5 A , 3 0 [ I 9 6 0 ] . 

Die Elektronenenergie Un{a(n\ Xk) wird jetzt eine 
Funktion von den a ^ ) und den Auslenkungen 

, und man erhält sie, wenn man mit der gewähl-
ten Wellenfunktion xpn ( r , a ( n ) ) den Energieerwar-
tungswert der Gl. ( 2 9 ) bi ldet : 

Un(^\Xk) = h2 

2 m 
yn*Axpn d r - K ' J dr 

+ f \ W n \ 2 V { 0 ) ( r , X | ? > - X < ~ > ) dr 

+ f\y>n l 2 ^ ( 1 ) ( r , X , - X i ? > ) d T 

+ V(Xk). ( 3 8 ) 

Der statische Elektron-Gitter-Gleichgewichtszustand 
ist gekennzeichnet durch das Min imum der potentiel-
l e n E n e r g i e U n i n d e r SCHRÖDINGER-G1. ( 4 ) d e r G i t -

terkerne. Daraus resultiert die atomistische Minimal-
bed ingung : 

dUn(Xk)/dXk(Xk=x^=0, ( 3 9 ) 

die wir jedoch hier durch eine äquivalente kon-
tinuumstheoretische Formul ierung ersetzen müssen. 
Kennzeichnen wir die willkürlichen Auslenkungen 
der Gitterionen aus den Ruhelagen der unbe-
setzten Störstelle zusammen mit den als Reaktion 
hierauf entstehenden Ionenpolarisationsdipolen 
durch einen stetig ortsabhängigen Polarisationsvek-
tor ( r ) , so lautet nunmehr die Minimalbedin-
g u n g : 

< % > t u f f ) = 0 . ( 4 0 ) 

U m diese Gleichung aber anwenden zu können, müs-
sen wir das Glied V(Xk) der Einelektronengleichung 
in Abhängigkeit von ( r ) ausdrücken. V(Xk) 
ist — wie schon oben bemerkt — die potentielle 
Energie der Gitterkerne, wenn sie bei unbesetzter 
Störstelle aus ihren Buhelagen ausgelenkt s ind; wir 
können diese Energie nach PEKAR 12 als Polarisa-
tionsenergie schreiben: 

F(Xk) = v M » ) = ( r ) l 2 d r , ( 4 1 ) 

was im übrigen in ganz einfacher Weise aus den 
Gesetzen der Elektrostatik f o l g t 2 1 . Setzen wir die 
Gin. ( 4 1 ) und ( 3 0 ) in die Gl. ( 3 8 ) ein und mini-

21 Den Faktor vor dem Integral der rechten Seite von Gl. (43) 
könnte man nach der Theorie von K. HUANG auch noch in 
anderer Weise angeben, doch verweisen wir auf die zitierte 
Literatur 17. 



mal is i eren sie g e m ä ß Gl . ( 4 0 ) , so f o l g t : 

r | + e j" y(n] ( r ' ) Y / r ^ a ^ + r / ^ n » ( r ) J « ) ( r ) d r = o 

o d e r ^ ( „ 0 ) ( r ) = 
4 .T 

( r ' ) 2 r ? " . ! ? , d r ' r —r 

( 4 2 ) 

( 4 3 ) 

( 4 4 ) 

Dieses E r g e b n i s entspricht der phys ika l i s chen A n - sehe M i n i m a l p r i n z i p bezüg l i ch \j>n ( r , Xk) : 
s chauung , und ( l ) ist a lso d ie mit d e r Elektro - ^ U ( y ) =0 
n e n l a d u n g s v e r t e i l u n g e j ( r ) | 2 i m Gle i chgewicht 
s tehende „ t r ä g e " P o l a r i s a t i o n . F ü r den statischen Fall f o l g t d a r a u s mit H i l f e d e r 

S o w o h l bei statischer als auch bei d y n a m i s c h e r Entwick lung ( 3 7 ) und d e m A u s d r u c k ( 4 3 ) fü r d i e 
E l e k t r o n - G i t t e r - K o p p l u n g gi lt das q u a n t e n m e c h a n i - Po lar i sa t i on ( r ) : 

dy'v 3a<»> { 
h2 

2 m I 

vT ( r ' ) 

e2 / »/'» " 
s J r 

2 M r —r 3 

dr ( 4 5 ) 

dr l 

D ies ist d ie B e s t i m m u n g s g l e i c h u n g f ü r d ie G r ö ß e 
a[ ,n ) . W i r w e r d e n später a[,n) f ü r e i n i g e spezie l le 
E lekt ronenzus tände berechnen . 

F ü r d ie h ier m e h r interess ierende d y n a m i s c h e 
E l e k t r o n - G i t t e r - K o p p l u n g entfäl l t d ie M i n i m a l b e d i n -
g u n g ( 3 9 ) b z w . ( 4 0 ) , u n d aus den Gin . ( 4 4 ) u n d 
( 3 7 ) resultiert d ie F o r d e r u n g , d a ß f ü r b e l i e b i g e , 
wi l lkür l i che V e r r ü c k u n g e n d i e A b l e i t u n g e n v o n 

a ^ , X k ) nach d e n OL[,^ v e r s d i w i n d e n s o l l e n : 

W i r entwickeln d i e W e l l e n f u n k t i o n y > „ { l , a ^ , ^ ) 
und den E n e r g i e e r w a r t u n g s w e r t ( 3 8 ) nach P o t e n z e n 
v o n . D a b e i kann m a n se tzen : 

3v'h _ ^Vn r (11) , 1 
dffi - öx<n) 1 vk ' 

Mit der vere in fachenden S c h r e i b w e i s e : 

dx (n) ain) 

av<0) 
etr 

( 4 7 ) 

( 4 8 ) 

dU„/da® = 0 f ü r alle v, k . ( 4 6 ) 
ge langt m a n schließlich zu den b e i d e n P o t e n z r e i h e n -
entwick lungen : 

Wn i M 0 ) y a ( n ) « n ) + 1 y (n) (n) Mn)H. 
" ' aa(n> ZJ l'k 2 öx(n)2 4- N N ' 

0 v, k " 0 uj,vk 
+ 

und 

= [ w i r 
h2 j e2 

2 m f r 

z J - e 
2 m f r 

4- V a ^ f ^ l d [ w { 0 ) * 
' — "k \ dx™ J Pn 

d r + / y f 2 F W ( r , ^ 0 , ) d r 

h2 

( 4 9 ) 

( 5 0 ) 

y » 0 ) d r + / a / a ; ) V , 0 M d r ' 

h2 A - e'2 
2 m t r 

dr 
32 „,(0) 2 0 ¥'„ !_ T/( 0) 

d a!>n)2 ( r , $ ? > ) d r } 

+ 
/ij, vk * 0 ' 

D i e G r ö ß e Xj steht f ü r d ie dre i K o m p o n e n t e n des ist f ü r d ie drei e i n e m G i t t e r i o n e n p a a r zuge -
Ortsvektors r . u n d es ist j e w e i l s d ie r i cht ige K o m - h ö r i g e n Zahlen j identisch. ( D i e Schwier igke i t en in 
ponente , d ie b z w . entspricht , e inzusetzen . der Schre ibweise entstehen, wei l w i r h ier K o m p o -



nenten- und Vektordarstellung nebeneinander be-
nützen müssen; sie ist jedoch nicht mißverständlich.) 

Die Entwicklung (50) ist angeschrieben bis zu 
Gliedern, in denen der Faktor Cffi auftritt, denn 
gerade diese Glieder werden sich als wesentlich bei 
der Variation erweisen. Es ist allerdings darauf hin-
zuweisen. daß noch einige Glieder zweiter Ordnung 
in Gl. (50) zuzufügen wären, wenn man die Dar-
stellung (37) von um eine Potenz weiterführt, 
doch ändert das an der Bestimmungsgleichung für 
die a ^ nichts, und wir können darüber hinweg-
sehen. Überdies kann man auch a priori postulieren, 
daß der Variationsparameter a • nur linear von den 
reduzierten Gitterauslenkungen abhängt, da ein di-
rektes Variationsverfahren in der Wahl einer ein-
parametrigen Funktion immer eine gewisse Willkür 
enthält. 

Oder 

soll für beliebige gemäß den 
Gin. (46) zu einem Minimum in den werden. 
Daraus ergeben sich zunächst N nichtlineare Glei-
chungen in den ; darüber hinaus aber müssen 
— nach dem Fundamentalsatz der Algebra — in 

jeder dieser Gleichungen die Koeffizienten jeder 
Potenz von bzw. jeder Potenzkombination von 

und cj.-jp einzeln verschwinden. Fassen wir mit 
Hilfe der Gl. (50) in den Gin. (40) die Potenz 
( t i^ ) ins Auge, so erhalten wir nach elementarer 
Umformung gerade die Bestimmungsgleichung (45) 
für aj)n)' die a ' s solche erfüllt ist. Um eine Bestim-
mungsgleichung für zu bekommen, muß man 
daher den Koeffizienten der nächsten Potenz ( C ^ ) 2 

heranziehen, und es ergibt sich nach den Gin. (46) 
und (50) : 

;; | +rs"vm (r- *} W S2 dr • Sm-0 • 
(51) 

a(n) = _ oe 2 d r (Q)i(Xp'-xt) ~(n) n ( 5 9 ) 

- f J - e2 1 H 0 ) dr + f 2 W (r, $?>) dr . (53) 
2 m ft \ J ojiH -mit der Abkürzung V (n ) = (n)2 j yjW* (73(0 I 

Aus den Gin. (52) erkennt man. daß der Variations-
parameter a n1 von den durch (15 a) definierten 
„akustischen" Auslenkungen nicht abhängt, und 
mithin auch die Elektronenwellenfunktionen nur mit 
den „optischen" Auslenkungen fiffl korreliert sind. 
Dies hat zur Folge, daß in der ganzen weiteren Ent-
wicklung die „akustischen,, Koordinaten heraus-
fallen. und wir deshalb die Indizes a. o bzw. v 
fortlassen können. Die Koordinaten stehen künf-
tig für die durch (15 b) definierten „optischen" Aus-
lenkungen und sind in einem V/2-dimensionalen 
HiLBERT-Baum gegeben. 

Man kann nun in diesem HiLBERT-Raum einen 
normierten Vektor einführen, dessen Komponenten 
gegeben sind durch: 

^ - [ y W r ^ y v40) (54) 

mit dem leicht zu bestimmenden Normierungsfaktor 

Dieser Gittervektor besitzt anschauliche Bedeutung; 
faßt man nämlich drei seiner Komponenten, die 

einem Ionenpaar zugehören, zu einem dreidimensio-
nalen Vektor zusammen, so hat dieser die Bichtung 
des von der Elektronenladungsverteilung e\xp^\'2 

herrührenden elektrischen Feldes im Punkt 9t 
Mit der Definition (54) schreibt sich die Gl. (52) : 

r r ^ n . (55) 

§ 4. Kopplung zwischen Gitterschwingungen 
und Elektronenzuständen 

Die eingeführten Gittervektoren sind nicht 
orthogonal zueinander. Wie S T U M P F und W A G N E R 2 0 

gezeigt haben, und wie es nachstehend noch näher 
begründet wird, können wir einen der Vektoren t] ^ 
als Gittereigenvektor wählen; er bildet dann zusam-
men mit dem Ergänzungssystem von \ N — 1 zu ihm 
orthogonalen Eigenvektoren das Gesamtsystem der 
Eigenvektoren. Zur Beschreibung eines einzigen 
Elektronenzustandes ist ein solches System gut ge-
eignet. Jedoch gehört zu einem anderen Elektronen-
zustand n' ein anderes Eigenvektorsystem mit dem 
Ausgangsvektor >/Jj.n ) . Da wir Übergänge zwischen 



zwei Zuständen n und n' untersuchen wollen, müssen 
wir beide Elektronenzustände gleichzeitig beschrei-
ben, also ein einziges Eigenvektorsystem benutzen; 
dies allerdings kann maximal günstig gewählt wer-
den, da wir mehr als zwei Elektronenzustände nie-
mals gleichzeitig beschreiben müssen. 

Als Ausgangseigenvektor nehmen wir wieder rj jj.n) : 

= Vtn). (56) 

Den zweiten Eigenvektor Ck2 wählen wir so, daß 
rj sich als Linearkombination von C/ci und Ck2 
darstellen läßt: 

Vk'] = «1 t/,1 + «2 f/c-2 (57) 

und die beiden Koeffizienten a1 und a2 ergeben sidi 
aus der Normierungs- und Orthogonalitätsforderung 

für Ck2-

at = V rj[n) und a22 = 1 - ax2. (58) 
1t 

Wir sehen hieraus, daß ax und a2 von a(0n) und 
a[,n) abhängen. Die weiteren Eigenvektoren Cki 
(i = 3, 4, . . . , § N) sollen nun so gewählt sein, daß 
sie mit den ersten beiden ein vollständiges Ortho-
normalsystem bilden und weder von a[)n) noch von 
a[jn) abhängen. 

Mit Hilfe dieses Eigenvektorsystems können wir 
gemäß den Ausführungen des Paragraphen 2 auch 
die Abhängigkeit der Wellenfunktionen und Energie-
terme des Störstellenelektrons von den reduzierten 
kartesischen Auslenkungen auf Normalkoordi-
naten transformieren. Nach den Gin. (19) und (55) 
ist: 

V4n)an) 

und 

~ 2 Mn) dtx<jD) (y(n) ^ = 

2 4" ' ) ft-'> - - N U y a ^ C" + M } c 

rfO+yOOtf) 1 ( / V (59) 

(n') 
k 

e l 3a<n,) /) 7(n':' «i ? i (n') 
dy(nn,) m °2 y 

(n') (60) 

Bei der Herleitung der beiden Gleichungen wurden 
die Orthogonalitätsrelationen der Eigenvektoren 
(20) , die Transformation (19) und überdies die 
Annahme benützt, daß die übrigen Eigenvektoren 
Cki mit i > 2 weder von a ^ noch von a[,n > abhängen. 
Die elementaren Zwischenrechnungen sind weggelas-
sen. 

Es könnte hier so scheinen, als ob die gemachte 
Annahme — daß die Eigenvektoren fc für i > 2 von 
ÖL (0N) und a ^ nicht abhängen — eine bedeutsame 
Einschränkung der Methode sei. Sie hat indessen 
nur den Zweck, die Rechnung zu vereinfachen. Ver-
zichtet man auf sie, so hat man vier Gittervektoren 
ins Auge zu fassen: 

und aus ihnen vier orthogonale Eigenvektoren auf-
zubauen. etwa durch die Definitionen: 

t)(n) = 3i; t)(n') = «i äi + «2 32 ; 

aL *) (n)= M 1 + &232 + &363; C/OCQ 

äL(n-', ̂  = cl 3l + C2 32 + 3s + c4 34 • o a0 

Aus den Orthogonalitäts- und Normierungsforderun-
gen für die Eigenvektoren folgen die Koeffizienten 
a x , . . . , c4 , und an Stelle der Gin. (59) und (60) 
erhalten wir: 

2 4 n ) = - ^ - z ( n ) [61 g[n) + 62 gin) + h , (59 a) 

V aj^n') £<n') = _ Y*J) (aiq?"> + a,q^) - y<n'> [Cl&"> + C2q<?"> + c 3 q ^ + c.q^] , (60 a) 
k 0 

so daß jetzt die Eigenfunktionen und 1/y von vier Normalkoordinaten abhängen. Doch kann man nach-
weisen, daß die Koeffizienten der hinzukommenden Normalkoordinaten gegenüber denen der ursprüng-
lichen vernachlässigbar klein sind. 



Zur Abkürzung setzen wir künftig 

/?(n) e (dV(D)\. o(n) 9 yW(dax 

j(n') = 9 
(61) 

Mit Hilfe der Gin. (59) bis (61) erhalten wir für die auf Normalkoordinaten transformierte Wellenfunk-

Wn (r, q\n)) = (r, a<"> + ^ + $>n) <?in>) 

= vi0) + dS IßP q[n) + ß + 2 ^ + ßS0 ^ 2 + • • • • ( 6 2 ) 

Für den Zustand n' sind die ungestrichenen Größen durch gestrichene zu ersetzen. Die Energieausdrücke 
der beiden Zustände ergeben sich gemäß Gl. (50) zu: 

h r 
fe2 A - e2 

2 m ET (63 a) 

+ Q yW q[n) - { l NW [ß[n) q[n) + ßin) 2 } + . . . + V (Xk) 

nnd Un,(otf'\q^)= I ^X 
2 m er + F(°)(r, dr (63 b) 

+ Q y(n'> [aA^+a^] - { 1 NW [ß\n,) + $>n'> gl"')]2} + ... + F(Z,). 

Die in den beiden letzten Gleichungen innerhalb ge-
schweifter Klammern stehenden Glieder sind quadra-
tisch in den Normalkoordinaten qt , q2 ; den beiden 
Gitteroszillatoren sind also in den verschiedenen 
Elektronenzuständen verschiedene Frequenzen zuge-
ordnet, und da wir die Glieder explizit berechnen 
können, haben wir hier eine Möglichkeit, die Fre-
quenzänderungen bei Ubergängen zwischen den bei-
den Zuständen zu bestimmen. Wir wollen jedoch in 
der ganzen weiteren Rechnung in den Gin. (63 a) 
und (63 b) die Glieder in der geschweiften Klam-
mer vernachlässigen und annehmen, daß die Oszil-
latoren in den verschiedenen Elektronenzuständen 
gleiche Eigenfrequenz haben. Wir verzichten also 
hier auf die Untersuchung der Effekte, die von der 
Änderung der Eigenfrequenzen herrühren, obwohl 
keine prinzipiellen Schwierigkeiten uns daran hin-
dern. Der wichtigste dieser Effekte ist die Tempera-
turverschiebung der Lage des Bandenmaximums, ein 
Effekt zweiter Ordnung, wie auch zu erwarten ist. 

§ 5. Bemerkungen über die eingeführten 
Gitterschwingungen 

Wir haben im letzten Paragraphen zwei Gittereigen-
vektoren als Linearkombination der beiden normierten 

Gittervektoren: 

U i » > = [ y w r e * f H0 ) 2 S ' " r r ) s d r ; 

t T M y ^ r 1 * 2 / t 

9}<?>'-r 
,(0) 2 o R r - t ) 

3}<°>'-r 3 

(64) 
dr 

aufgebaut und wollen in diesem Paragraphen zumindest 
den Versuch einer Plausibilitätsbegründung dafür unter-
nehmen. (In der Indizierung sind in Gl. (64) die drei 
einem Ionenpaar zugehörigen Komponenten des N/2-
dimensionalen Vektors zu einem dreidimensionalen Vek-
tor zusammengefaßt.) Die Vektoren (64) sind per defi-
nitionem nach den Ausführungen von § 3 als „optische" 
Vektoren gekennzeichnet. Wir können sie optischen Lon-
gitudinalschwingungen des Gitters zuordnen. Den Nach-
weis der Longitudinalität führen wir, indem wir zeigen, 
daß rot rjjj1) verschwindet. Es ist 

I)(n> =[y(n)]- l e2 / 

= - [7(n)]_1 e" grad 

r) dr (0) 2 W 
SRW'-r 3 

j mW 2 Wn 
(65) 

dr 

Da aber rot grad/(r) identisch verschwindet, folgt dar-
aus 

rot^o,, t)jfcn) = 0 . (66) 

Ein Gitter mit N Freiheitsgraden hat insgesamt N Eigen-
schwingungen, deren Eigenvektoren im TV-dimensionalen 
HiLBERT-Raum ein vollständiges System bilden. Wir 



können es in zwei linear unabhängige Untersysteme 
zerlegen: optische und akustische Eigenvektoren. Diese 
Zerlegung haben wir in guter Näherung durch die Sub-
stitutionen (15 a, b) erreicht. Beide Untersysteme kön-
nen wir nochmals eindeutig aufspalten in je ein System 
von longitudinalen und transversalen Schwingungen. 
Jedes dieser Untersysteme ist unter Voraussetzung sei-
ner einschränkenden Charakteristika (etwa: „optisch 
longitudinal") vollständig. Das heißt: Jeder „optisch 
longitudinale" Vektor des V-dimensionalen Raumes ist 
darstellbar durch eine Linearkombination der optisch 
longitudinalen Eigenvektoren des Gitters; das gilt ins-
besondere auch für die beiden Gittervektoren t)"11 und 
l)'n '•'. (Es ist hier anzumerken, daß die Vektoren (64) 
bzw. (54) gemäß Vereinbarung im V/2-dimensionalen 
„optischen" Unterraum definiert sind, und, auf den N-
dimensionalen HiLBERT-Raum projiziert, mit TV/2-Null-
komponenten zu erweitern sind.) 

Denken wir uns dem Vektor t)fn) = ( t )^ } eine opti-
sche Longitudinalschwingung zugeordnet, so ändert 
deren einem Ionenpaar zugehörige Normalamplitude 
tjy1̂  bei tiefen Elektronenzuständen n auf einem belie-
bigen Schnitt durch den Kristall ihr Vorzeichen nur 
einige wenige Male, so daß wir mit einigem Recht die 
Schwingung dem langwelligen Teil des Spektrum zu-
schreiben können. Um die Vektoren darzustellen, 
benötigen wir deshalb näherungsweise nur Gittereigen-
vektoren, die dem langwelligen Bereich der optischen 
Longitudinalschwingungen angehören. 

Beim ungestörten Gitter sind die optischen Eigen-
frequenzen insgesamt nur wenig von der Wellenlänge 
abhängig, insbesondere aber sind die Eigenschwingun-
gen im langwelligen Bereich fast-entartet, so daß man 
in guter Näherung jede normierte Linearkombination 
der eigentlichen Eigenvektoren dieses Bereiches wie-
derum als Eigenvektor ansehen kann, und deshalb kön-
nen wir auch eine normierte Linearkombination der 
Vektoren t)r,° und t)1"') als Eigenvektor ansehen. 

Nun ist allerdings das Gitter nicht ungestört. Die 
vorliegende Punktstörung können wir — da bei einer 
Gitterlücke keine Verquetschungen der Ionen auftre-
ten — uns dadurch angenähert realisiert denken, daß 
wir eine positive Punktladung ins Gitter einführen. Nach 
der Theorie von H U A N G 22 verändert eine solche fest-
sitzende Ladung die Eigenvektoren und Eigenfrequenzen 
der optischen Longitudinalschwingungen im langwelli-
gen Bereich nicht. 

Wir begnügen uns mit dieser Rechtfertigung der ein-
geführten Gittereigenvektoren (siehe §4!) und benützen 
in der weiteren Rechnung für beide nur noch eine ein-
zige Frequenz (01, die nach B O R N und H U A N G 17 gegeben 
ist durch: 

(Oi = fOlonfr. = 1/ (67) 

wobei OJ0 die sogen, infrarote Dispersionsfrequenz des 
Kristalls bedeutet. Beispielsweise ist für NaCl: 

w0 = 3,09-1013 sec"1; ojl = 4,87 • 1013 sec"1. (68) 

§ 6. Berechnung der Elektronenzustände 

In Analogie zum Wasserstoffproblem machen wir 
für die Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen-
zustände des F-Zentrums die Ansätze: 

22 K. HUANG, Nature. Lond. 167. 779 [1951] ; Proc. Roy. Soc., 
L o n d . A 2 0 8 . 3 5 2 [ 1 9 5 1 ] ; M . B O R N U. K . HUANG, D y n . 
Theory of Cryst. Lattices, University Press. Oxford 1954. 

V'2p = n ' i(a(2P))5 / ire~ l (2"> ' -cos#, 

( /.3l)= (§)•/. r r - v . ( a f 8 „ ) ) . / , r ( 2 _ a (3p 

(69) 

(70) 

>s •& . 
(71) 

Diese Funktionen erfüllen bereits die Normierungs-
bedingung und sind orthogonal zueinander. Nach 
P E K A R 10 kann bei der Berechnung des ls-Terms für 
die Gitterruhelagen eben dieses Elektronen-
zustandes noch eine günstigere Funktion gewählt 
werden, nämlich ip\s = A (1 + all?5 r) exp ( — a' ls r) . 
Befinden sich jedoch die Gitterpunkte in den Gleich-
gewichtslagen der unbesetzten Störstelle, so ist das 
Problem wasserstoffähnlicher und unsere Wahl (69) 
die angemessenere. Zur Wahl der beiden anderen 
Wellenfunktionen sind ähnliche Bemerkungen zu 
machen. 

Um die Bestimmungsgleichung (45) für die Para-
meter a<°> anschreiben zu können, benötigen wir 
den expliziten Wert des Integrals: 

/ [ / ^0)(r') 2 llZl], d 7 ' fd T- (72) 

Zur Berechnung dieses Integrals verweisen wir auf 
den mathematischen Anhang. Als Ergebnis erhalten 
wir: 

v\V 2 (r — r') 
r — r' 3 

V'-'P 2 (r - r ' ) 
|r — r' 3 

,,,(0) 
'/'3p 2 (r - r ' ) 

dr' dr = ° _ _(ls) rr a0 

dr = 0.3915-4 Traft ( 2 p ) 

8 -T2(2p> _ -t a o ' 

dr' dr = 0,240 • 4 rr a^ ( 3 p ) 

2 4 7 3(3l,l 
2 5 0 ' 

(72 a) 

(72 b) 

(72 c) 

Gemäß Gl. (45) lauten mit Hilfe der drei vorstehen-
den Gleichungen die Energieerwartungswerte des 



Elektronenproblems bei statischer Elektron-Gitter-Kopplung: 

h2 

u, p(«{fp>) = 

£/3p(o4?p)) = 

h2 

2 m 
h2 

2 m (4
3p))2 

2 f 

- 16 e r 

+ - e-

25 

«lfP) 

'o 

(73 a) 

(73 b) 

<73 c) 

Die Bestimmungsgleichung (45) für a((,n) ist nun in jedem der drei Zustände 1s. 2p und 3p direkt anzu-
schreiben. und sie haben die Lösungen 

a ° ~ h2 
1 

16 \ n2 
(2p) _ me-

_ h2 
1 

2e 
«(3p) 0 

rn e-
h2 

1 
3e 

Setzen wir diese Ausdrücke in die Gin. (73 a. b. c) ein. so folgen die Elektronenterme 

UxMU)) - h'2 («?->)s ; £/2p (*[fp)) = - ^ (a<2p>)2 ; U3p (a<3p>) = - (a<3p>)2. 2 m 2 771 

3 / I _ 1 
25 \ n2 e 

(74 a, b, c) 

(75 a. b, c) 

Die Berechnung für die Abhängigkeit der Elektro-
nenwellenfunktionen von den Gitterschwingungen 
führen wir nur für den ls- ( = n) und 2p- ( = n ) -Zu-
stand durch, da uns vorzüglich die Übergänge zwi-
schen diesen beiden Zuständen interessieren werden. 
Zur Berechnung der Normierungsfaktoren y-1*1 und 
y(-p) gemäß Gl. (54) ersetzen wir die Summation 
durch eine Integration: 

2 r 
V*0,(r) 2 ( f t - r ) , 

1 SR—r 1» dr. (76) 

Dann führt das mit den Gin. (72 a. b) zu den For-
meln 

( / i s ) ) 2 = ; ^ 2 e r a ^ ; (y(*P>)« = ^ ^ r a ° 

(77 a, b) 

Weiterhin ergibt sich nach Gl. (58), wenn wir auch hier die Summation durch eine Integration ersetzen: 

t ds) (2dU-i e2 fl f < ' ( r ' ) 2 ( ^ - r ' ) 1 >]\ r v(n>] (r") 2(iH-r") , „ 
« i = ( y ( l 8 ) y ( 2 p ) ) 2 t J J |SR_V|. d \ J 15H—r" 13 d T 

dr. 78) 

Mit Hilfe der im mathematischen Anhang dargelegten Berechnungsmethode können wir dieses Integral ex-
plizit angeben, und erhalten den Ausdrude: 

4>ls))5 (ao2p)) + J (ao s ))4 (42p))2 + 5 ( o c^ f (a<2p>)3 f ! n a(02p) 4 ."T 
[̂ nls) + ao2p>J5 

(79) 

+ 5 (a0S))2 (a02p))4 + (aols)) (42 p ))5} 

Damit ist nach Gl. (58) auch a2 in Abhängigkeit Gin. (62), (63 a) und (63 b) die Wellenfunktionen 
ifis und y>2p sowie die Energiezustände t/ ls und U?p 

in ihrer Abhängigkeit von den Normalkoordinaten 
der Gitterschwingungen berechnet. 

von a(0ls) und a[,2p) gegeben. Die Größen Und 
können wir in sehr guter Näherung setzen: 

N W ) = N ^ ) = h 2 / m , (80) 

wobei die exakte Berechnung nach Gl. (53) mit 
Hilfe der im mathematischen Anhang dargelegten 
Methodik und einiger elementarer Umformungen 
keine Schwierigkeiten bereitet. 

§ 7. Verschiebungen der Kernruhelagen 

Nachdem das Einelektronenproblem gelöst und 
f Normalkoordinaten transformiert ist, können 
r auch das Gitterschwingungsproblem in expliziter 

explizit festgelegt, und wir haben damit gemäß den Weise behandeln. Nach den Ausführungen des § 2 

Durch die Gin. (76) bis (83) sind nun nach Gl. auf Normalkoordinaten transformiert ist, können 
(61) auch die Koeffizienten ß /?i2p), /?l2p) wir auch das Gitterschwingungsproblem in expliziter 



reduziert sich die Aufgabe praktisch auf die Berech- ten Normalkoordinaten nennen wir , doch las-
nung der Verschiebungen a;-nn) der Oszillatorruhe- sen wür die den akustischen Eigenschwingungen Zu-
lagen. Sie kann leicht durchgeführt werden, wenn gehörigen Normalkordinaten außer Acht (s. oben!), 
man zum Vergleich den unbesetzten Störstellenzu- Nach den Entwicklungen des § 2 ist die „optische" 
stand mit n — o o , d. h. einen Zustand, in dem sich potentielle Energie des Gitters gegeben durch 
das Störstellenelektron mit weitausgebreiteter Wel-
lenfunktion am unteren Rande des Leitungsbandes 
aufhält, heranzieht. Die diesem Zustand zugeordne-

A72 
V(Xk) = V ( c o , ) 2 ^ > 2 m i t 

M+ M. 

oder mit = qp =\M Y ( c o ^ ^ - M V (<oky2 a?~> + £ M £ (o>,)2 (4"~>)2. (81) 

Setzen wir diese Beziehung für V(Xk) in die Gl. (63 a) bzw. (63 b) ein. so ergeben sich die beiden Aus-
drücke 

+ E Y < » ) Q W - M Z (Ö>FT)2 4 N O O ) ? I N ) + I M T _ ( C O , ) 2 + . . . ( 8 2 a ) 
k k 

= un («?>) + O 7<n> - M T ( C O , ) 2 A F ~ > + 1 M 2 ( « * ) 2 ^ N ) 2 

k 

und Un' (<#'>, qW]) = t/n< (4n'>) + e 7 ( n ) K ?in'> + a2 ?in ' )] - M T (ojk)* q^ + £ M 2 (co,)2 

* (82 b) 
Voraussetzungsgemäß dürfen aber beide Gleichungen keine linearen Glieder in den ihnen eigenen Ko-
ordinaten qW bzw. q\u ' enthalten, woraus die beiden Gleichungssysteme resultieren: 

«inTC) = ^ , , 4 n o o ) = 0 für k = 2, 3 , . . . , N/2 

und a(n'oo) _ £> y(n') at 

M(cu t ) 2 

(83 a) 

a ^ / 0 0 ) = ' ^ n / 0 0 ) = 0 für A - 3, 4 , . . . , iV/2. (83 b) 

Nun ist aber wegen Gl. (28) : 4nn '> = 4 n o o ) - a<Ln/oo), (84) 

woraus mit Hilfe der beiden Gin. (83 a, b) die gesuchten Oszillatorverschiebungen resultieren: 

,(nn') _ 
M(C0!)2 (yi n)_ßl7(n'))5 a(?n"> = -

A / ^ ) 2 a27 (n , ) ? 4 n n , ) = 0 für A; = 3, 4 , . . . , TV/2. (85) 

Damit haben wir die bereits am Ende des § 2 gemachte, durchaus plausible Vermutung bestätigt, daß 
beim Übergang n —n' nur zwei Oszillatoren des Gitters ihre Ruhelagen ändern, und deshalb wegen der 
Orthogonalität der Oszillatorwellenfunktionen bei einem optischen Übergang am F-Zentrum nur diese bei-
den Oszillatoren ihre Quantenzahlen m/") verändern können. 

Da wir also nur zwei Oszillatoren gleichzeitig im Auge behalten müssen, können wir die potentielle 
Energie des Gitters Ua und Un' für die beiden Elektronenzustände n und n' in einem dreidimensionalen 
Schaubild aufzeichnen. 

Nach Abb. 1 sind die beiden Elektronenzustände 
n und n' in Korrelation mit den beiden Gitteroszil-
latoren durch zwei Rotationsparaboloide darzustel-
len, wenn — wie hier angenommen — die beiden 
mitspielenden Oszillatoren gleiche Frequenzen ha-
ben. Bei ungleichen Eigenfrequenzen gehen die 
Drehparaboloide in elliptische Paraboloide über. 

Unterscheiden sich die Frequenzen in den beiden 
Elektronenzuständen, so ist die Öffnung beider 
Paraboloide verschieden. Die Schnittlinien der Man-
telflächen bezeichnen im halbklassischen Bild die 
Möglichkeit strahlungsloser Übergänge; im quan-
tenmechanischen Bild allerdings sind strahlungslose 
Übergänge in allen Horizontalebenen der Abb. 1 



A b b . 1. Schaubild der potentiellen Gitterenergie für zwei 
Elektronenzustände n und n'. 

mit endlicher Wahrscheinlichkeit möglich, die zu-
gleich beide Paraboloide schneiden. Im übrigen kann 
man auf dieses dreidimensionale Bild nun alle an-
schaulichen Betrachtungen sinnentsprechend übertra-
gen, die bisher an das WiLLiAMSsche 5 Einoszillator-
bild angeschlossen worden sind. 

Die Theorie des F-Zentrums ist hiermit bis zu 
dem Punkt geführt, wo mit ihr die Wellenfunktionen 
des Gesamtsystems explizit angeschrieben werden 
können. Damit aber ist es möglich, Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zu berechnen. Da man annehmen 
kann, daß bei nicht allzu hohen Temperaturen alle 
F-Zentren des Kristalls sich im Grundzustand befin-

den und die Anregung der Oszillatoren des Gitters 
dem thermischen Gleichgewicht entspricht, man also 
die Besetzungszahl des Zustandes ls, m(j \ m l ' ' . . . 
ohne statistische Bilanz aller Übergänge kennt, be-
deutet dies, daß man alle Ubergänge, die vom 
Grundzustand ls des F-Zentrums ausgehen, berech-
nen kann. 

Im besonderen werden wir im Teil II dieser Un-
tersuchung den F-Absorptionsbandenzug nach der 
hier entwickelten Theorie berechnen und die ein-
gangs angeführten experimentellen Charakteristika 
theoretisch bestätigen. 

Mathematischer Anhang 

Berechnung von Integralen der Form: 

Wn |2(SK-r) 
i SK —r I3 dr 

[WwV-W-X') , 
J 19t—r' I3 dr dr. 

Wir können die beiden Vektorfaktoren des Integran-
den dieser Integrale je als Gradient einer skalaren 
Funktion schreiben: 

y(r)|2(SK-r) 
~ I SK —r 

Das Integral 

/ - d r = - g r a d « J j ^ j dr . (At) 

/ K (AJ 
läßt sich aber nach G O M B Ä S 23 in prinzipiell einfacher 
Weise berechnen. Damit ist mit Hilfe von (At) der 
Integrand des ursprünglichen Integrals als eine Funk-
tion von SR bekannt, und da diese Funktion eine lineare 
Überlagerung LEGENDREscher Polynome ist, kann man 
das Integral berechnen. Jedoch kann diese Art der Be-
rechnung außerordentlich umständlich sein, und deshalb 
müssen wir versuchen, durch Umformungen zu einer 
einfacheren Berechnungsmethode zu kommen. Wir setzen 

Dann können wir mit Hilfe der Gl. (At) unser ursprüng-
liches Integral in der folgenden Weise schreiben: 

lv»(r)|2(SK-r)dr 
I SR—r Is P I SK-r' I3 dr' dF= / grad«u(SR) grad« v(SK) d7\ 

Den Integranden der rechten Seite können wir weiter umformen: 

/ g rad« (u($K)) grad« (y(SK))dF= /div[ü(SR) grad «(SR)] d T - J'v(<R) Zl*u(SK) dF. 

Da die Funktionen ifn(l), V « ' ( r ) lokalisierten Elek- GAUssschen Integralsatz: 
tronenzuständen zugehören sollen, bleibt mit Gl. (A3) 
der Ausdrude v grad (u) für SR = 0 endlich und ver-
schwindet für SR-*- ist xpn{r) nicht lokalisiert, also 
etwa eine ausgebreitete Elektronenwellenfunktion des 
Leitungsbandes, so wird grad(w) im ganzen Raum iden-
tisch Null. Wir erhalten also in jedem Fall nach dem 

(A4) 

(A5) 

J'div(v (SR) grad u (SR)) dF = 0 (Afl) 

P. GOMBÄS. Theorie u. Lösungsmeth. d. Mehrteilchenprobl. 
d. Wellenmechanik, Birkhäuser Verlag, Basel 1950, S. 184 ; 
dort weitere Literaturhinweise. 



und an Stelle von Gl. (A5) : 
f grad u (SK) grad v (91) dT = - fv (SK) Au (SR) dT . 

(A7) 
Rufen wir uns die Sätze der Potentialtheorie ins Ge-
dächtnis, so stellen wir fest, daß der durch (A3) defi-
nierte Ausdrude u (SK) gerade die Fundamentallösung 

der Potentialgleichung: 

zMSK) = -4^|tM3*)|2 (A8) 

darstellt. Mit den Gin. (A8), (A7) und (A4) erhalten 
wir so schließlich für unser ursprüngliches Integral die 
Umformung: 

/ [ / — r « ^ — 1 d*1 d r = + 4 ; - / l ( 3 i ) |2 
IwPOl ' 
|SR-r'| dr' dT. (A9) 

Diese Umformung bedeutet, wie man leicht einsehen wird, eine außerordentlich starke Vereinfachung der Be-
rechnung. 

Wenden wir nun die bei G O M B Ä S angeführte Methode zur Berechnung der Integrale ( A 3 ) an, und setzen wir zur 
Schreibvereinfachung a( l s)=a1 ; a(2p) = a2 und a(3P) = a3, so gelangen wir zu den folgenden Ergebnissen: 

/ ^ f r'M(*. f) { - - - « ( « , + i) + -i-} • 

y i j ^ i ö - j l d T = + l a 2 Ä + 3 ) + 3 

y y Yio(», & 2 ^ ^ ol2R ^ <x(R2J ^ (a2Ry 
_e-2a,R (2a3 i?3 + 6a2 jR2 + 12 a2 i? + 18 -f ° + 

\ - ct2R 

J 'fsR-rl'2 dT = ^ [3*2]* "3 { ^ [ -e_2a '* (1 (a3Ä)4 + 4 ̂ E ) 3 + 4 + i ^ + 
+ | ] / | (0, <p) [ - e - * " * ( l (a3R)* + 4 (a3Ä)3 + f (a3i?)2 

(A10) 

( A n ) 

iV 
15 

1 M 1 J L 
8 a , Ä / 8 a , £ 

45 45 + 15 a3i? + 30 + + + 45 
a3R (a3 R)2 2 (a3 R)-

4 5 1 1 -' (a3 «)3J1 ( A « ) 

Mit Hilfe der Gl. (A9) ergeben sich nach elementaren Zwischenrechnungen die in § 6 angeschriebenen Ausdrücke 
(72 a, b, c) und (79). 


