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Zur Theorie des F-Zentrums”

I. Wellenfunktionen und Energieeigenwerte bei dynamischer Elektron-Gitter-Kopplung

Von Max WAGNER

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 15 a, 889—908 [1960] ; eingegangen am 28. Mai 1960)

Um die bisherigen entgegengesetzt extremen theoretischen Ausgangspositionen von Pekar (un-
endlich viele Oszillatoren) und WiLriams (ein einziger Oszillator) zu iiberbriicken, ist es notwendig,
die dynamische Kopplung der am Stiorzentrum lokalisierten Elektronenwellenfunktionen an das
Gitter durch physikalisch reale Gittereigenschwingungen zu beschreiben. Die bei der Kopplung mit-
spielenden Eigenschwingungen werden dabei von der Symmetrie der lokalisierten Wellenfunktion vy,
ausgewdhlt, und besitzen deshalb insgesamt Zentralsymmetrie und dariiber hinaus die spezielle
Symmetrie der Wellenfunktion (s, p, d, etc.). Dadurch wird es moglich — im Sinne eines Kreis-
schlusses — die Normalamplituden (Eigenvektoren) der mitspielenden Eigenschwingungen durch
das elektrische Feld der Elektronenladungsverteilungen e | 1y |2 zu fixieren. Da man bei Ubergin-
gen zwischen zwei Elektronenzustinden nur zwei Elektronenwellenfunktionen gleichzeitig beschrei-
ben muf, kann die dynamische Elektron-Gitter-Kopplung beim F-Zentrum stets auf die Kopplung
an zwei Gitteroszillatoren reduziert werden, die die Symmetrie der beiden Wellenfunktionen haben
und in guter Naherung physikalisch real sind.

Eine auf diesem Fundament aufgebaute Theorie vermag die Charakteristika der F-Absorptions-
und Emissionsbande in guter Ubereinstimmung mit dem Experiment zu erkliren, wie in Teil II
gezeigt wird; vor allem aber kann sie — hinausgehend iiber die bisherigen Theorien — auf strah-
lungslose Uberginge angewendet werden, so daB spiter mit Hilfe einer Reaktionskinetik Fragen
der Quantenausbeute, Photoleitfiahigkeit etc. untersucht werden konnen.
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Abb. 9. Gitter des Chromkarbids CryC, . Jedes der 8 Kohlen-
stoffatome sitzt nahezu im Mittelpunkt eines dreiseitigen
Prismas, dessen Ecken von Chromatomen besetzt sind.

Im Laufe der letzten 40 Jahre, seit JorrE und
RoNTGEN ! Zum ersten Mal die Photoleitfahigkeit von
verfarbtem Steinsalz beobachtet haben, ist die expe-

* Dissertation, Techn. Hochschule, Stuttgart 1960 (1. Teil).
1 A. Jorrk u. W. C. Rontcex, Ann. Phys,, Lpz. 64, 1 [1921].

rimentelle Literatur iiber Farbzentren auflerordent-
lich umfangreich geworden >. Da das F-Zentrum eine
Art Modellproblem fiir viele andere Storstellen eines

2 R.W. Ponr, Proc. Roy. Soc., Lond. 49 (extra part), 3
[1937] ; F. Seirz, Rev. Mod. Phys. 18, 3, 384 [1946] und
26, 1, 7 [1954].
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Kristalls ist, wurden in letzter Zeit zahlreiche Ver-
suche unternommen, eine quantitative Theorie des-
selben zu entwickeln.

Die bisher publizierten theoretischen Arbeiten
kann man, entsprechend ihren entgegengesetzt extre-
men Ausgangspositionen, im wesentlichen in zwei
Gruppen einteilen. PEkar und seine Mitarbeiter 3
sowie Huane und Ruys # beschreiben die Wirkungen
des Gitters auf das Storstellenelektron kontinuums-
theoretisch durch ein makroskopisches Polarisations-
feld P(1r), dem durch eine Fourier-Zerlegung un-
endlich viele Gitteroszillatoren quantenmechanisch
zugeordnet werden, so dafl die Wellenfunktion des
Gesamtsystems als Produkt der Einelektronenwel-
lenfunktion und der unendlich vielen Einoszillator-
wellenfunktionen angeschrieben werden kann. Um
die gewichtigste Eigenheit des Gitters, die Periodizi-
tat, zu beriicksichtigen, sind sie gezwungen, dem
Elektron eine ,effektive® Masse zuzuschreiben, die
aus dem Experiment selbst bestimmt werden mul3.

WiLLiams ® und seine Mitarbeiter hingegen — sie
behandeln nicht das F-Zentrum selbst. sondern das
verwandte Problem eines T1"-Ions im KCl-Kristall —
beachten die diskrete Struktur der nichsten Um-
gebung der Storstelle, indem sie die Elektronen-
wellenfunktionen der Storstelle an die kugelsymme-
trischen Radialauslenkungen der sechs nichsten Git-
terionen koppeln, die durch eine einzige ,,Konfigu-
rationskoordinate® zu beschreiben sind. Als Dar-
stellung der potentiellen Gitterenergie in Abhéngig-
keit von dieser Konfigurationskoordinate ergeben
sich fiir die verschiedenen Storstellenzustinde Para-
beln verschiedener Offnung, die gegeneinander ver-
schoben sind und denen man mit einigem Recht
einen Oszillator zuordnen kann, dessen Eigenfre-
quenz und Ruhelage in den verschiedenen Elektro-
nenzustdnden differiert. Die Unanschaulichkeit der
Beschreibung von Pexar, Huane und Ruys ist da-
durch vermieden, aber der eingefiihrte Oszillator
besitzt ebenfalls keine physikalische Realitat; iiber-
dies besitzen Anfangs- und Endzustand eines Uber-
gangs am Stérzentrum meist verschiedene Symme-
trie, die durch die festgelegte Kugelsymmetrie des
Oszillators nicht gleichzeitig erfafit werden kann.

Hier wird nun der Versuch unternommen, eine
der physikalischen Realitdt besser angepafte ato-

3 S. 1. Pexar, Unters. ii. d. Elektronentheorie d. Kristalle,
Akad. Verl., Berlin 1954 (dort weitere Literaturzitate!) ;
Fortschr. d. Phys. I, 367 [1953/54].

4 K. Huanc u. A. Ruvs, Proc. Roy. Soc., Lond. (A) 204, 406
[1951].
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mistische Theorie des F-Zentrums zu entwerfen,
deren Grundlagen die obigen extremen Ausgangs-
positionen iiberbriicken. Diese Theorie soll die ex-
perimentellen Befunde moglichst genau erkliren,
ohne eine nichtlegitime, aus dem Experiment erst zu
entnehmende Grof3e zu enthalten. Dabei werden wir,
so weit nur irgend moglich, in die mikroskopische
Theorie makroskopische Stoftkonstanten, wie die
statische und dynamische Dielektrizitatskonstante,
etc. einbauen, um den Rechenaufwand zu reduzie-
ren; diese Stoffkonstanten wollen wir also als legi-
tim erachten, da sie entweder aus Theorien oder
aber aus Experimenten folgen, die mit dem F-Zen-
trum nichts zu tun haben.

In der Anwendung der Theorie auf das Experi-
ment werden wir uns auf die gemessenen Charakte-
ristika der Absorptionsbanden beschrinken. Die Be-
handlung strahlungsloser Ubergiinge, die zur Er-
klirung der Quantenausbeute, der Leitfahigkeits-
messungen, etc. notwendig ist, soll spiteren Arbei-
ten vorbehalten bleiben. Ebenso soll auch der ab-
schlieBende Teil einer Theorie des F-Zentrums, die
statistische Bilanz aller Uberginge und die Reak-
tionskinetik, erst spater untersucht werden.

Der gesamte Absorptionsbandenzug des F-Zen-
trums hat nach den bisher vorliegenden Messungen
die folgenden Charakteristika:

1. Eine Hauptbande und auf deren hochfrequen-
ter Seite mehrere Nebenbanden. Die Hauptbande
und die erste Nebenbande sind durch die Messun-
gen der Ponrschen Schule? seit lingerer Zeit be-
kannt. Vor kurzer Zeit hat LiTy® noch weitere
Nebenbanden gefunden.

2. Die absolute Hohe der Bandenmaxima und
deren Temperaturabhangigkeit.

3. Die Halbwertsbreite der Einzelbanden und
deren Temperaturabhangigkeit.

4. Die nahezu Gausssche Form der Banden und
die Abweichungen von eben dieser Form.

5. Die absolute Lage der Bandenmaxima und
deren Temperaturverschiebung.

Der Weg der Untersuchung ist von Beginn logisch
zwingend festgelegt: Es ist zunédchst der HamrrTon-
Operator zu formulieren — insbesondere also auch
die in der Einelektronengleichung enthaltenen perio-

5 F. E. Wiriams, J. Chem. Phys. 19, 457 [1951] ; Phys. Rev.
80, 306 [1950]; 82, 281 [1951]; F. E. WiLriams u. M. H.
Hess, Phys. Rev. 84, 1181 [1951].

6 F. Lirty, im Druck.
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dischen Glieder des Potentials — sodann das Pro-
blem der statischen Elektron-Gitter-Kopplung und
anschliefend das der dynamischen Elektron-Gitter-
Kopplung zu behandeln. um schliellich zur Berech-
nung der Ubergangswahrscheinlichkeiten und der
Absorptionsbande selbst zu gelangen. In dieser
Folge der Einzelprobleme stiinden die aus mancher-
lei Griinden grofiten mathematischen Schwierigkei-
ten (man muf ja beispielsweise eine partielle Diffe-
rentialgleichung angehen, die eine Uberlagerung
von zentraler und gitterperiodischer Symmetrie ent-
halt!) am Beginn der Entwicklung. Deshalb l6sen
wir uns vom logischen Zwang dieser Folge dadurch.
dafl wir zunachst noch einen nichtlegitimen Para-
meter — die ,effektive Masse®“ des Storstellen-
elektrons — in der Theorie verwenden. Damit be-
kommen wir die Moglichkeit, sogleich mit der ato-
mistischen Behandlung der Elektron-Gitter-Dynamik
zu beginnen, wihrend die Elektron-Gitter-Statik
zunéchst etwas oberflachlich durch eine Kontinu-
umstheorie beschrieben wird. Im Teil Il behandeln
wir die optischen Ubergéinge am F-Zentrum, und
erst im Teil III kommen wir zur atomistischen Git-
ter-Statik des F-Zentrums und eliminieren dabei
schlieBlich die effektive Masse des Elektrons, so daf3
die Theorie dann in unserem Sinne als legitim an-
zusehen ist.

Wir werden nun in diesem I. Teil der Untersu-
chung zunidchst von der ScHroDpINGER-Gleichung des
Gesamtsystems ausgehen, diese mit Hilfe der beiden
adiabatischen Naherungen in drei jeweils nur ein-
seitig gekoppelte Gleichungen zerlegen, was einer
Aufspaltung des Gesamtsystems in Gitterelektronen-
system (ohne Storstellenelektron). Kernschwin-
gungssystem und Einelektronensystem entspricht,
und dann die Korrelation zwischen Kernschwingun-
gen und Einelektronenproblem explizit beschreiben,
wahrend die quantenmechanische Behandlung des
Gitterelektronenproblems in einer speziellen Theorie
des F-Zentrums zweitrangig ist, so da} wir es uns
erlauben konnen, die Wirkungen der Gitterelektro-
nen in summarischer Weise in die Theorie einzu-
bauen und so die quantenmechanische Lésung zu
umgehen.

In der weiteren Entwicklung konnen wir nach-
weisen, dall die Einelektronenwellenfunktionen je-
weils nur von einer einzigen bzw. zwei Eigenschwin-

7 H. Stumer, Z. Naturforschg. 12a, 153 [1957].
8 M. Bory, Z. Phys. 40, 167 [1926].
9 H. Stumpr u. M. Wacner, Z. Naturforschg. 15 a, 30 {1960]:
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gungen des Gitters abhidngen. Die diesen Eigen-
schwingungen zugehorigen Eigenvektoren besitzen
physikalisch anschauliche Bedeutung. Als das den
I. Teil abschliefende Ergebnis erhalten wir die ex-
pliziten Ausdriicke fir die Elektronenwellenfunktio-
nen mit den zugehdrigen Energietermen, die es uns
in Teil Il ermoglichen, Ubergangsmatrixelemente,
Auswahlregeln und schlieflich die Absorptions-
(und natiirlich auch die Emissions-) Bande zu be-
rechnen.

§ 1. Schrodinger-Gleichung des Gesamtsystems

Als System gilt uns ein Teilvolumen des Kristalls,
dem ein einziges F-Zentrum zugeordnet ist. Die Viel-
zahl dieser Teilvolumina kann man als statistisches
Ensemble zum Kristall zusammenfassen, wie Stumpr 7
gezeigt hat. aber ein solche Zusammenfassung wird
erst notwendig bei der Behandlung von Leitfdhig-
keitsphdnomenen, so dafl wir hier nicht nidher dar-
auf einzugehen brauchen. Die ScuropINGER-Glei-
chung des Gesamtsystems lautet:

vV N %
Ll A o

-_— i = I.
2’”1':_i ar? ]‘.:12M]‘. axi + V(xza X}\)]T E Y )

(1)
N’ ist die Zahl der Elektronenfreiheitsgrade, N die
Zahl der Kernfreiheitsgrade im angenommenen
Teilvolumen des Kristalls. V' (z;, X;;) steht fir die
Summe der Wechselwirkungsenergien aller Partikel
untereinander. wobei wir an dieser Stelle durchaus
auch noch magnetische Wechselwirkungen zulassen,
was bedeutet, daB V (z;. X;) auch von Q/x; (die
Abhingigkeit von S/2X,. 92/3x; 02X, kénnen wir
wegen der Tragheit der Kerne bereits hier als sehr
klein ausscheiden!) abhdngen kann.

In einem polaren Kristall — mit einem solchen
haben wir es stets zu tun — existieren zwei Arten
von Kernen: M, =M, . M _ . weshalb wir in Gl. (1)
M;. unterhalb des Summenzeichens zu schreiben
haben.

Die beiden adiabatischen Ndherungen® gestatten
es nun. ohne spezielle Aussagen iiber das Modell der
Storstelle, das Gesamtsystem in drei Untersysteme
zu zerlegen. Die erste adiabatische Ndherung ist
wohlbekannt ®. Sie realisiert mathematisch die phy-
sikalische Aussage, daf} alle Elektronen des Kristalls

W. Scuorrky, Halbleiterprobleme III, Referat H. J. G.
Meyer, F. Vieweg, Braunschweig 1956; H. Stumer, Z. Na-
turforschg. 10 a, 971 [1955].
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sich gegeniiber den schweren Atomkernen sehr
schnell bewegen, und spaltet die ScHrODINGER-Glei-
chung (1) durch den Ansatz einer Produktwellen-
funktion

!{/nm(xi s XI.') =Yn (Ii ) /Yl\') (P:Ln(Xk) (2)

auf in die beiden Gleichungen:
Rt o
[“ — 3 +V(xz,X/‘)]1/)n(anA) (3)

= Un(Xk) Wn(xiy Xk)’

an +U (Xk)}‘pﬁz(XL) :Em(pm(X/)

}‘:151'141,
(4)
unter Vernachldssigung der beiden Glieder:
H® y/nm (xi ’ Xk) (5)
N
- S P 3 (a, X)) =2 o (X
= kéiMk 39Xz W (i, Xi) 5% @m (X&),
H® Tnm (Ii s XI\) (6)

N0 AR &

= kzlek' Pm (A g ax2 YulZi, Ak) .

Die Operatoren H'Y) und H® sind als zeitunabhin-
gige Storoperatoren mallgeblich fiir die inneren
(strahlungslosen) Uberginge zwischen den Elektro-
nenzustinden — insbesondere den lokalisierten
Elektronenzustanden der Storstelle — bei Energie-
erhaltung des Gesamtsystems.

Die Gln. (3) und (4) sind in den Koordinaten
und Quantenzahlen entgegengesetzt einseitig gekop-
pelt. Die Kerngleichung (4) hingt von den Elek-
tronenkoordinaten nicht mehr ab, jedoch steht der
Eigenwert U, (X)) der Elektronengleichung als po-
tentielle Energie darin. d. h. Kernwellenfunktionen
und Kernzustinde hdngen von der Elektronenquan-
tenzahl n ab. Wir werden uns im néchsten Paragra-
phen detaillierter mit der quantenmechanischen Be-
wegungsgleichung der Gitterkerne befassen.

Die Elektronengleichung (3) ist einseitig an
Gl. (4) gekoppelt. Aulerdem enthilt sie die Koordi-
naten aller Elektronen in gegenseitiger algebra-
ischer und differentieller Kopplung und ist einer ex-
akten Behandlung génzlich unzugénglich. Die Durch-
fithrung einer Separation an ihr im Sinne einer zwei-
ten adiabatischen Naherung erfordert aber ein etwas
diffizileres Vorgehen. Wir wollen in der Indizierung

10 L. Pavrine u. E. B. WiLson, Introduct. to Quant. Mechan.,
MecGraw-Hill, New York 1935.
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das dem F-Zentrum zugeordnete Elektron (Storstel-
lenelektron!) von den tubrigen Kristallelektronen
unterscheiden, indem wir ihm die Quantenzahl n
und die Koordinaten x; zuordnen, wiahrend die ande-
ren Elektronen durch den Index j gekennzeichnet
werden sollen; so schreiben wir statt Gl. (3) :

2 3 02 K N';3
— Y e Y s +V (@2, K | (Ba)
i

Wanj (T, iy Xi) = Unnj (Xi) wan (2;, 27, Xi).

In der adiabatischen Naherung fiir das Elektronen-
system (zweite adiabatische Ndherung!) macht man
nun die folgende Annahme:

Die Gitterelektronen (Hiillelektronen) sollen sich
in den tiefsten Zustinden aufhalten, also fest an die
Kerne gebunden sein. Von den inneren Hiillelektro-
nen abgesehen bedeutet das insbesondere, dal3 die
Valenzelektronen sich im Valenzband befinden mé-
gen. Das .Storstellenelektron® hingegen soll sich
gegeniiber den iibrigen Gitterelektronen langsam
bewegen, so dal3 diese letzteren auf seine Bewegung
trigheitslos reagieren kénnen.

Um diese Annahme auch fiir die Elektronen der
duflersten Hiille der dem F-Zentrum benachbarten
Alkaliionen zu rechtfertigen. muf} man ihre mittlere
Geschwindigkeit abschédtzen und sie mit der mitt-
leren Geschwindigkeit des Storstellenelektrons ver-
gleichen. Nach PauLine und WiLsox 19 ist die Wurzel
tiber die mittlere quadratische Geschwindigkeit eines
Elektrons bei einem wasserstoffdhnlichen Atom ge-
geben durch:

]’1";),17,; =Ze*nh.

Beniitzt man fir die Elektronen der Alkaliionen die
Staterschen Niherungseigenfunktionen !, die je-
weils einem effektiven Wasserstoflproblem zugeord-
net sind, und betrachtet man die Wellenfunktion
des Storstellenelektrons ebenfalls einem effektiven
Wasserstoffproblem zugehorig, s0 ergibt sich beim
Vergleich der Zahlenwerte von l v, noch im un-
glinstigsten Fall ein Verhiltnis. das grofler ist als
10 : 1, so daB man die obige Annahme akzeptieren
kann.

In Analogie zur ersten adiabatischen Néherung
fihrt der Ansatz einer Produktwellenfunktion

'/’"’”J( 2 Tjs X/) =y Il(xl X/) ll'llj(xzsx;s XI\) (7)

1 J. C. Stater, Phys. Rev. 36, 57 [1930].
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zu einer Aufspaltung der Elektronengleichung (3 a)
in die beiden Gleichungen:

_ B2 N":322
2m ]-;-1 ox}

-+ V(zia z;, X]») :l w"j(xia z;, Xk)

=Unj(z;, Xg) wnj(zi, 7j, Xz), (8)

h? 3 aZ
|:" 2’m Z a;ﬁ +Unj(xia XA)} 'L/Jn(xia Xk)

=U7mj(Xk) Wn(xia XL) (9)

unter Vernachldssigung des Ausdrucks:

w3

e A
—_
2m =

o Own(zi, Xr) Ownj(zi,zj, Xr)
2. dsiz Rl h
Ox; Qz;
X ,aiyf'}i(’”’ff:,X’f), ,
Qz2

(10)

+1Pn(xl ’

was gerade die Realisierung der zweiten adiabati-
schen Niherung bedeutet. Tatsédchlich gentigt jedoch
die Vernachldssigung des Ausdrucks (10) noch
nicht, um die Separation zu bewirken. Vielmehr be-
notigen wir die zusitzliche Voraussetzung:

V(z, xj, Xy) wp (i, Xg) wni(zi, 27, Xy)

=yulxi, Xp) V(xi, 2y, Xi) yn(2i, 27, X)), (11)
die, da in ¥V (z;, ;. X;) auch magnetische Wechsel-
wirkungen auftreten konnen. nicht ganz trivial ist.
Da wir aber bei der Theorie des F-Zentrums die
magnetisch sehr gut abgesittigten Ionen der Ionen-
kristalle als a priori existent in Rechnung stellen
konnen, bedeutet die Forderung (11) eine viel
weniger gewichtige Naherung, als die zweite adiaba-
tische Naherung, und wir konnen es bei dieser kur-
zen Anmerkung bewenden lassen.

Das quantenmechanische Gesamtproblem ist nun
in drei Teilprobleme zerlegt, reprasentiert durch die
Gln. (4), (8) und (9). die miteinander jeweils nur
einseitig korreliert sind. Formal ist dadurch der
Gang der mathematischen Behandlung vorgeschrie-
ben: Es ist zuerst das Gitterelektronenproblem (8)
zu losen, denn daraus folgt die potentielle Energie
Unj(x;, X;) fur die Einelektronengleichung (9), aus
deren Auflosung sich wiederum die potentielle Ener-
gie Unn;j (Xy) fiir die Gitterschwingungsgleichung (4)
ergibt. Jedoch ist im Rahmen der Theorie des F-
Zentrums die quantenmechanische Behandlung des
Gitterelektronenproblems uninteressant, zumal wir
nur Uberginge untersuchen wollen, bei denen sich
die Quantenzahl n des Storstellenelektrons andert,
nicht aber die der Gitterelektronen.
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Um das Gitterelektronenproblem eliminieren zu
konnen, muf} es uns gelingen, die potentielle Ener-
gie Un;(x;, X;) der Einelektronengleichung (9) aus
anderen physikalischen Daten zu ermitteln. Dies kann
dadurch geschehen, daf} wir — der physikalischen
Gegebenheit gemdBl — die Gitterelektronen mit den
Kernen zu komplexen, polarisier- und deformierbaren
Teilchen — Tonen — zusammenfassen; die klassisch
angebbare potentielle Energie des Storstellenelektrons
im Felde dieser Ionen ist dann gleichbedeutend mit
dem Energieeigenwert Uyj(z;, X;;) der Gitterelek-
tronengleichung (8).

Allerdings ist nun auch der fiir den Ubergang
mallgebliche Stéroperator in der Einelektronenglei-
chung so zu modifizieren, dall in ihm bereits die
Reaktion der Gitterelektronen berticksichtigt ist; be-
zeichnen wir ihn mit Hgy, (1, 2, Xz), so ist er in
der Einelektronengleichung zu ersetzen durch:

Hstiir(r7 XA) :fw:zj (r9 Zj s Xk) Hstiir(ra Zj» XL) (12)
wn,-(r, Zj, Xz) Hj dxj 3

und da wir w»; (1, 2;, Xix) nicht berechnen wollen,
bedeutet dies, dal man auch Hg;, (1, X;) mit Hilfe
des klassischen Ionenbildes beschreiben mufl. Das
wird sowohl fiir die optischen als auch fir die hier
zundchst noch nicht behandelten strahlungslosen
Ubergiinge moglich sein.

Es verbleiben zur Behandlung das Einelektronen-
problem (9) und das Gitterschwingungsproblem (4).
Beide Gleichungen werden wir in den folgenden
Paragraphen ausfiihrlich diskutieren. Bevor wir je-
doch die eigentliche Detaildiskussion durchfiihren,
miissen wir im néichsten Paragraphen noch einige
Bemerkungen allgemeinerer Art iiber Gitterschwin-
gungen schlechthin und tiber die quantenmechanische
Gittergleichung (4) machen.

§ 2. Gitterschwingungen

Die ScuropiNGer-Gleichung (4) fir die Gitter-
kerne hingt von den Elektronenkoordinaten nicht
mehr ab, doch ist die potentielle Energie Un, »j(X})
der Gitterkerne identisch mit dem Eigenwert der
Einelektronengleichung (9), d.h. Kernwellenfunk-
tionen und Kernzustinde hidngen von den Elektro-
nenquantenzahlen n, n; ab. Da — wie im vorigen
Paragraphen ausgefiihrt — uns nur Effekte interes-
sieren, bei denen die Gitterelektronen ihren Zustand
beibehalten (n;= const), und wir infolgedessen oben
die quantenmechanische Behandlung des Gitterelek-
tronenproblems beiseitegeschoben haben, werden
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wir kiinftig den Index n; an der potentiellen Energie
weglassen.

Aus der realen Existenz gestorter Kristalle folgt,
dal die potentielle Energie U, (X;) Minima haben
muf, in die schwach ausgelenkte Gitterkerne zuriick-
streben. Die Abhéngigkeit der potentiellen Energie
U, (X)) von der Elektronenquantenzahl n kann man
im klassischen Bild dahin interpretieren. dal} die
Kerne in den verschiedenen Elektronenzustinden
verschiedene Ruhelagen X{™ haben. und man kann
U,(X;) an diesen Ruhelagen entwickeln:

L/” (X/‘) = + 1 Z 4(1\) ,(“)) ( Y("))
mit Ag;:) = a'Un(Xk)/an OX/; (inx;n), X=X
(13)

Da bei den Schwingungen des Gitters die Kerne tat-
sichlich nur wenig aus ihren Ruhelagen ausgelenkt
werden (maximal etwa 5% des Gitterabstandes!),
konnen wir mit gutem Recht die Tayror-Entwicklung
nach dem quadratischen Glied abbrechen. Die ho-
heren Entwicklungsglieder sind als Operatoren malf}-
geblich fir den thermischen Ausgleich im Gitter, ins-
besondere fiir die Energiedissipation stark lokali-
sierter Phononenanregungen.

Verwenden wir fiir die kartesischen Komponenten
X — X der Auslenkung der Gitterpunkte aus ihren
jeweiligen Ruhelagen die Bezeichnung " . so kon-
nen wir mit Gl. (13) die Gittergleichung (4) um-
schreiben in:

~ h® 0°

S g +B Y AR EPEP] oh 5 (14)

//.

= (B}, — U, (X ¢ (53) -

Dem Hawmirton-Operator dieser ScHRGDINGER-Glei-
chung entspricht eine Hamirron-Funktion, die gerade
die klassischen Gitterschwingungen beschreibt. Ins-
gesamt gibt es im allgemeinen /V verschiedene Gitter-
eigenfrequenzen, entsprechend den N Freiheitsgra-
den des Kerngitters, denen N/2 optische und eben-
soviele akustische Eigenschwingungen zugeordnet
sind. Die optischen Eigenschwingungen — wie ubri-
gens auch die akustischen — bestehen ihrerseits zu
zwei Dritteln aus transversalen und zu einem Drittel
aus longitudinalen Schwingungen. Gerade auf die
letzteren haben wir unser besonderes Augenmerk zu
richten, da man zeigen kann 2, daf} die Wellenfunk-
tion des Storstellenelektrons nur mit ihnen korreliert

12 S, 1. Pexar, Untersuchung iiber die Elektronentheorie der
Kristalle, Akad.-Verlag, Berlin 1954.
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ist, von den anderen dagegen (in sehr guter Nahe-
rung) nicht abhéngt.

Es ist bekannt!? dal} die Eigenfrequenzen der
optischen Longitudinalschwingungen sich nur wenig
voneinander unterscheiden. also — insbesondere im
langwelligen Gebiet — quasientartet sind. Wir wer-
den diese sehr wichtige Eigenheit spiter noch in un-
sere Argumentation einbeziehen.

Die quantenmechanische Bewegungsgleichung (14)
des Gitters kann in besonders tibersichtliche Form
gebracht werden, wenn man den Hamirrox-Operator
auf Normalkoordinaten transformiert. Dadurch wird
die Koplung der Freiheitsgrade des Gitters gelost
und es entsteht ein System ungekoppelter Oszillato-
ren, die Kollektivbewegungen der Gitterkerne ent-
sprechen und deren Wellenfunktionen und Energie-
eigenwerte leicht berechnet werden kénnen. Da die
Theorie der Normalkoordinatentransformation wohl-
bekannt ist, wollen wir hier nur sehr kurz darauf
eingehen.

Wir setzen zundchst:

m_ M_r® +M. )
M.+M_ , ;
(15a.b)
wobei die dreidimensionalen Vektoren I9%_; , 1%
jeweils die Zusammenfassung der kartesischen Aus-
lenkungskoordinaten zweier entgegengesetzt gelade-
ner benachbarter Gitterpunkte bedeuten. Um die
Substitution (15) eindeutig zu machen. wollen wir
vereinbaren, daf} die Ionenpaare insgesamt zentral-
symmetrisch angeordnet sein sollen. Diese Verein-
barung wird sich allerdings spater als uberflissig
erweisen. Mit der Substitution (15) kann man be-
kanntlich in guter Ndherung — insbesondere fiir die
Extremfalle M. >M_. M, <M_ und M, =M_
bzw. im Falle grofler Wellenlinge — die optischen
und akustischen Eigenschwingungen voneinander
trennen; 3} ist den akustischen (Schwerpunkts-
bewegung eines Ionenpaares!) und 3 den opti-
schen (Dlpolschwmgung!) Schwingungen zuzuord-
nen. Kehren wir jetzt wieder zu der einfach durch-
indizierenden Schreibweise zuriick, so bleibt mit die-
ser Substitution die reinquadratische Form der

kinetischen Energie erhalten:

h? y 0% R « 02
T==ym la (e 2 M, la:t;‘” (16)
o 2
-2 2’;% 0 :ayp? ’

v, K

3 R. Becker, Theorie der Wirme, Springer-Verlag, Berlin
1955, S. 216.
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wobei M, und M, die reduzierten Massen der beiden
Schwingungszweige bedeuten:

M. M_
My=M,+M_; M,= MM

Tl (17 a.b)

und » fiir die Indizes a und o steht. Die potentielle
Energie der linken Seite von Gl. (14) geht durch
(15) iiber in:

( “m) =
z APEDED =3 aff) 0 L LW (18)
u] vk
NI2 NI2
f,\v,% \ a(n) r'(r}) °<n) % N O(n) ‘(El) :gi) ,
ik ik

wodurch die neue Matrix a',, eindeutig definiert
ist. Es ist gut angenahert a{),, =0 fir u = v, so
daB also niherungsweise gilt: a(’,; =a%™ 0. und
wir damit Gl. (14) durch einen Produktwellenfunk-
tionsansatz (i (§§) = @i (S6R). @il (S40)

in zwei Gleichungen zerlegen konnen, die jeweils
nur von den Koordinaten eines Schwingungszweigs

abhéngen:

Re M2 o B
T ] = [ i
Fape +3 D afm D W | ol (ER)
TaM, 498 -
= &{ SL"(”“’) y=a,o0, (14 a)

mit Ej, — U, (X)) =) +e).
Da der optische und akustische Zweig nunmehr end-
giiltig voneinander geschieden sind. wollen wir uns
von der Belastung durch den Index » = a. o befreien;
die weitere Behandlung gilt fiir beide Zweige glei-
cherweise.

Die nichste Aufgabe besteht darin, die Matrix

a$Pjzu diagonalisieren. Dies geschieht durch die
Transformation:
ne N
K = W, g = N R LM, (19a,b)
=1 i

wobei das Vektorsystem 3¢ = {l)} * gerade die
Eigenvektoren der Matrix a '}’

wertbedingung geniigen:

sind und der Eigen-

NJ2

P Ep =M ()2 (20)
Allgemein kann das Eigenvektorsystem einer Matrix
stets als vollstindiges Orthonormalsystem im zuge-
ordneten — hier N/2-dimensionalen — HiLBERT-
Raum gewahlt werden; dann gelten die Orthogonali-

* 2. bedeutet hier einen Vektor im N/2-dimensionalen
Hitsert-Raum, und darf nicht mit den dreidimensionalen
Vektoren der Gln. (15 a, b) verwechselt werden.
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tatsrelationen:
Z CW &R = Z CRLm = (21)
j=1 k=

Dies bedeutet insbesondere, daf} die von allen Eigen-
vektoren () gebildete Matrix Z eine Orthogonal-
matrix ist (Zyansp=2"1), was wir in Gl. (19b)
bereits vorausgesetzt haben.

Durch die Normalkoordinatentransformation geht
der Hamirton-Operator der Gl. (14 a) in eine rein
quadratische Form in den Normalkoordinaten g
uber, so daf} die ScurODINGER-Gl. durch den Ansatz
einer Produktwellenfunktion in N/2 vollstindig ent-
koppelte Einoszillatorgleichungen zerfallt:

2h1; azn)2+ M (0{M)2 02| DD (i) (22)
= EWBW ()5 k=1,2...., 3
mit m=my, My, Mg, ..., My?2}
& (q‘“). s qW) = DR (g) DL (¢8Y) -
& = S‘ gy e =hol [E+m].
Die (D 5,’;; sind die Wellenfunktionen linearer,

harmonischer Oszillatoren, deren Eigenfrequenzen
durch »{" gegeben sind. Die GIn. (22) repri-
sentieren die optischen und akustischen Eigen-
schwingungen gleicherweise, wobei fiir die ersteren
M=M_M_|M,+M_

fir die letzteren

M=M,+M._

zu setzen ist, und die Eigenfrequenzen aus der Lo-
sung des Eigenwertproblems fiir die Matrizen

a® = a%™ und aff) = a}™

folgen. Die Summe aller Energieeigenwerte &)
(der akustischen +. der optischen —) ist gemaB
Gl. (14a) dem Energieeigenwert E7, —U,(X®)
der ScuropINGER-GL. (14) gleichzusetzen.

Wie man aus den GIn. (13) und (18) erkennt,
sind die Matrizen aj}’ und demgemiB auch die ihnen
zugehorigen Elgenwerte und Eigenvektoren vom
Elektronenzustand n abhidngig, und wir miissen
diese Abhéngigkeit etwas niher betrachten.

Die Eigenvektoren sind maligeblich festgelegt
durch die Symmetrie der rucktreibenden Krafte bei
Auslenkungen aus den jeweiligen Gitterruhelagen.
Diese riicktreibenden Krafte unterscheiden sich in
den verschiedenen Elektronenzustinden aus zwei
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Grinden: 1. Der Aufbau des Gitters selbst bedingt
eine Abhingigkeit von den Gleichgewichtspositionen
der einzelnen Gitterpunkte, was man schon am ein-
fachen Modell eines Gitters mit Federbindungen zwi-
schen den einzelnen Kernen anschaulich erkennen
kann. 2. Zusatzlich zu dieser allein vom Gitter her-
rithrenden Abhéngigkeit tritt noch eine solche vom
Feld der Elektronenladungsverteilung; ein Maf} fiir
sie ist der Vektorgradient des Feldes. (Ein homo-
genes Feld hat keinen Einfluf} auf die riicktreiben-
den Krafte!)

Um eine konkrete Aussage iiber die Abhingigkeit
zu gewinnen, charakterisieren wir die Eigenvektoren
durch die radial gerichteten Eigenschwingungsampli-
tuden der 6 nichsten Nachbarn des Storzentrums.
Da die Symmetrieachsen der Elektronenwellenfunk-
tionen sich nach den Kristallachsen ausrichten, blei-
ben die Normalamplituden in allen Zustanden radial
gerichtet, Fiir die relative Anderung der Amplituden-
linge bei Ubergiingen zwischen zwei Elektronenzu-
stinden ergibt eine etwas eingehendere Betrachtung
die GroBenordnung Ada — Ab/a, wenn der Vektor-
gradient des Elektronenfeldes nicht berticksichtigt
wird. (Seine Berticksichtigung bewirkt keine grofere
Verianderung, als die soeben angefiihrte.) 4a und
Ab kennzeichnen die radiale Verschiebung der Ruhe-
lagen durch das Sextett (da, 4b, 4b, Aa, Ab, Ab).
Bei Ubergingen zwischen s-Zustinden ist da=4b,
und die Normalamplituden &@ndern sich iiberhaupt
nicht. Bei allen anderen Ubergingen sind die Ver-
schiebungen Aa, Ab stets kleiner als 5% des Gitter-
abstandes a, mithin also | da—A4b|/a mindestens
kleiner als 0.05 ist, so da} man in guter Naherung
setzen kann:

L p—
aﬁ-k = Qi »

(W= firallen. (23)

Dies wird kiinftighin getan. Nach derselben Betrach-
tung erhilt man als maximale relative Anderung von
(0™ )2 die GroBenordnung (da+A4b/2a), also
ebenfalls weniger als 0,05, so daf es auch gerecht-
fertigt ist, die Eigenfrequenzen der Oszillatoren
kiinftig als vom Elektronenzustand unabhingig an-
zunehmen.

Die Auslenkungen (™ sind auf die Ruhelagen
des Zustandes n bezogen. Nach den Gln. (15a, b)
ist:

§i) = G — 2y (24)
mit Ao — M +,()(éizl,;xg-f:_i;w#-_@#ﬁ’_—im’l
baw. 2™ = (X~ X§) — (X§2, — XG_).
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Damit wird nach den Gln. (19) und (23)
N2
@ =g = Y L ™. (25)
=
Den im N/2-dimensionalen (optischen oder akusti-
schen) Unterraum definierten Verschiebungsvektor
[(0) — {207} kénnen wir nach dem im selben Hivr-
BerT-Raum vollstindigen System der Eigenvektoren
3; entwickeln 14:

B

I(un - ‘\_‘ a;,nn )8f bzw.
i=1

und erhalten die Entwicklungskoeffizienten (™

durch skalare Multiplikation der Gl. (26) mit 3; :

N2
A =3 aft) £y (26)
=i

N2
ag_l]n') - I(nn') 3i= >: /"'gcnn’):];i . (27)
E=1
Dies in Gl. (25) eingesetzt ergibt:
" = g — a™". (28)

Wir werden spater sehen, dafl man die Gittereigen-
vektoren so wihlen kann, dafl die Wellenfunktionen
zweier gleichzeitig beschriebener Elektronenterme
nur von zwei Normalkoordinaten abhidngen. Die
Elektronenwellenfunktionen sind aber ihrerseits
maligeblich fiir die Verschiebung der Gitterruhe-
lagen, so dal} die Vermutung naheliegt, da} der Ver-
schiebungsvektor [ bei Ubergiingen zwischen zwei
Elektronenzustinden ebenfalls durch eine Linear-
kombination von nur zwei Eigenvektoren beschrie-
ben wird. Wir werden spiter diese Vermutung be-
statigen konnen. Fiir die Oszillatorgleichungen (22)
bedeutet dies im besonderen, dafl die Eigenwerte
&™) nur fiir zwei Oszillatoren vom Elektronenzustand
abhiingen, und sich deswegen bei optischen Uber-
gingen nur die Quantenzahlen zweier Oszillatoren
dndern konnen.

Niahere Aussagen tiber das Gitterschwingungs-
problem lassen sich erst machen, wenn das Einelek-
tronenproblem gelost und damit die potentielle
Energie U,(X;) der Kernschwingungsgleichung be-
kannt ist.

§ 3. Das Einelektronenproblem

Wir behandeln in diesem Paragraphen die ab-
separierte ScHRODINGER-Gl. (9) des lokalisierten
Storstellenelektrons. Da wir die Behandlung der
Gitterelektronengleichung (8) umgehen wollen, steht

14 H. Srumer, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955].



ZUR THEORIE DES F-ZENTRUMS

uns deren Eigenwert Un;(z;, X;) nicht zur Verfu-
gung, und wir missen deshalb die potentielle Ener-
gie des Einelektronenproblems fixieren.

Betrachten wir ein aus Ionen aufgebautes kubi-
sches Gitter, so konnen wir die Kraftwirkungen auf
eine zusitzlich eingefiihrte Punktladung in erster
Néherung in drei Anteile zerlegen:

1. die CouLoms-Krifte der als starr gedachten, in
gewissen Ruhelagen festsitzenden Ionen,

2. die Dipolkrifte, die zusétzlich auftreten, wenn
die starren Ionen aus den fixierten Ruhelagen aus-
gelenkt werden. und

3. die Dipolkréfte schlieBlich, die von der Polari-

sation der einzelnen Ionen selbst herriihren.

Nehmen wir aus dem idealen Kristallverband ein
negatives lon heraus, so verschieben sich die Ruhe-
lagen der Ionen. Im Gegensatz aber zu den starken
elastischen Deformationen, die bei einem Zwischen-
gitteratom auftreten, bewirkt eine Gitterliicke nur
geringe elastische Verzerrungen der Ionen, so dal}
man in guter Nidherung die statische Wirkung einer
Anionenliicke auf die Kristallumgebung dadurch be-
schreiben kann, dal man — anstatt ein negatives
Ion aus dem Kristall zu entfernen — eine entgegen-
gesetzt gleich grofle positive Ladung in den idealen
Kristall einfiigt. Das Ion ist jedoch iiberdies noch
polarisierbar, und die eingebrachte Punktladung
vermag diese Eigenschaft des Ions nicht zu kompen-
sieren. Beschreibt man also das gestorte Gitter mit
Anionenliicke in seiner Wirkung auf das Storstellen-
elektron durch ein ideales Gitter und eine zusatzlich
eingebrachte positive Punktladung, so enthalt eine
solche Beschreibung die Polarisationswirkung eines
iberschiissigen Anions am Ort des Storzentrums,
und die Beschreibung ist nur brauchbar, wenn diese

h2

— P A= L VO, XP — XE) VO (e, Ky — XP) 4V (X0)| va @10 Ka) = Un(Xa) wn(ain X -

2m er

Darin steht m fir die effektive Masse des Stor-
stellenelektrons. Das Glied — e?/e r ist das Potential-
feld des Storzentrums, geschwicht durch eine als
kontinuierliches Medium mit der Dielektrizitatskon-
stanten ¢ gedachten Umgebung.

VO (z;, X — X{>) ist das Potential, das von
der Zusatzpolarisation des Gitters durch die La-
dungswolke des Elektrons herriihrt, wenn sich Git-
ter und Elektronenwellenfunktion v, (z;, X;) im
statischen Gleichgewicht befinden (Elektron-Gitter-
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Polarisationswirkung als klein angesehen werden
kann. Wir akzeptieren dies hier ohne Diskussion als
Voraussetzung, die unausgesprochen in allen bishe-
rigen kontinuumstheoretischen Publikationen tiber
das F-Zentrum gemacht ist®# und verweisen fiir
eine niahere Untersuchung auf Teil I1I.

Die praktisch vorkommenden Verriickungen der
Gitterkerne bei Einfiigung einer positiven Punkt-
ladung bzw. bei Gitterschwingungen sind — wie
schon frither erwihnt — kleiner als 5% des Gitter-
abstandes, so dafl wir uns die lonenpolarisations-
dipole und die Auslenkungsdipole stets in den idea-
len Gitterpunkten lokalisiert denken konnen. Gemal}
den vorstehenden Pramissen haben wir die Wechsel-
wirkung des Stérstellenclektrons mit dem idealen
Gitter zu formulieren, denn die Wechselwirkung mit
der die Storstelle représentierenden positiven Punkt-
ladung kann sofort angeschrieben werden.

Im idealen, weitausgedehnten Kristall wirkt auf
ein Zusatzelektron das Potential der Couroms-Felder,
die von den Punktladungen in den idealen Positio-
nen herriihren. Dieses Potential hat die Translations-
symmetrie des idealen Kristalls. Aulerdem befindet
sich das Elektron noch im Potentialfeld der Dipole;
auch hier tritt ein gitterperiodischer Anteil auf: die
Wechselwirkungsenergie zwischen dem Elektron und
den von ihm selbst durch Polarisation der Ionen
geschaffenen Dipolen.

Bekanntlich kann man in erster Ndherung in der
Einelektronengleichung die gitterperiodischen Glie-
der weglassen, wenn man im kinetischen Glied die
tatsichliche Elektronenmasse durch eine effektive
Masse m* ersetzt > 15, die man nun allerdings durch
das Experiment bestimmen muf}. Die ScHRGDINGER-
Gleichung fiir das lokalisierte Elektron konnen wir
jetzt in folgender Gestalt schreiben:

(29)

Statik; X (> sind die Ruhelagen der Gitterkerne fiir
einen nichtlokalisierten (Band-)Zustand des Stor-
stellenelektrons). Es ist:
(0) 7
/ BO (¢ ) = l“ .

VO (2, XM — X0
(30)

Auch bei diesem Glied behandeln wir die Umgebung
des Storzentrums als Kontinuum, da wir die atomi-

15 D. ter Haar, Introduct.
Systems, Intersc. Publ.,

to the Physics of Many-Body-
New York 1958.
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stische Diskussion der Elektron-Gitter-Statik hier
umgehen wollen; fir die Dynamik ist jedoch erst
das néichste Glied der Gl. (29) malgeblich.
PO (1) ist die von der Elektronenladungsverteilung
elwpﬁ,o)(r) 2 herriihrende und mit ihr im Gleichge-
wicht stehende ,,trage* Polarisation, die der Momen-
tanbewegung des Elektrons nicht zu folgen vermag.
Die Wechselwirkung mit der trdgheitslosen Polari-
sation der Gitterionen haben wir bereits durch die
Methode der effektiven Masse erfaflt. denn sie hat
die Periodizitit des Gitters. Wir werden R{? (1)
weiter unten aus einer Minimalforderung bestim-
men.

VO (z;, X — X{™) ist das zusitzliche Wechsel-
wirkungspotential zwischen Gitter und Elektron,
wenn die Gittermassen aus den Ruhelagen X{® be-
liebig ausgelenkt werden. Wir wollen dieses Glied
atomistisch beschreiben. Wir bezeichnen 16 die Ver-
schiebung eines Gitterkerns k mit 1" =R, - RP .
Waren die Ionen starr. so wiirde eine solche Ver-
schiebung wie ein Dipol

ﬁ(n) — gy r(n)

<

(31)

im Punkte H{” wirken. Da die Ionen selbst aber
polarisierbar sind. gibt das resultierende Dipolfeld,
das durch diese zusitzlichen Kernverschiebungen
1{™ auftritt, AnlaB zu einer Polarisation der Hiillen
aller Tonen, und der verbleibende Elementardipol
hat nicht mehr die Gestalt (31). sondern:

M _I_m(")—~ome(n)—’)€1\ b L (32)

Dieser hochst einfache Zusammenhang und die
Grofle o folgen aus einer Theorie von Kux Huang,
auf die wir hier nur ganz kurz eingehen konnen 7.
Wir werden spiter zeigen. dal} die Elektronenwellen-
funktionen nur von longitudinalen optischen Gitter-
schwingungen grofler Wellenlinge abhingen. Nach
Huanc kann man diese Gitterschwingungen auf einer
makroskopischen Basis betrachten. Zur Beschreibung
wihlt man den Vektorparameter

0, — ]/ ”( ) mit M= M. M_[(M, +M_),
(33)

16 Wir verlassen hier die einfach durchindizierende Koordina-
tenschreibweise.

17 K. Huang, Proc. Roy. Soc., Lond. A 208, 352 [1951];
M. Born u. K. Huane, Dyn. Theory of Cryst. Lattices, Ox-
ford 1954, S. 82 ff. Wir werden in Teil III noch eine zweite
Moglichkeit angeben, den Zusammenhang (32) und die
Grofle o zu berechnen.
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also eine Zusammenfassung zweier entgegengesetzt
geladener benachbarter Gitterionen im Sinne der
Substitution (15b), wobei der Index 1 darauf hin-
weisen soll. dall nur der longitudinale Anteil der
M ist die redu-
zierte optische Masse der Gitterionen und 7 ist das
Volumen der Elementarzelle des Gitters, genauer:
das Volumen, dem ein Gitterkern zugeordnet ist.
Mit dieser longitudinalen Auslenkung steht nun
eine Polarisation

-1/ @0 1
B ) T

n2

Gesamtauslenkungen gemeint ist.

im Gleichgewicht, und in atomistischer Formulierung
konnen wir fiir den einem Gitterpunkt zugehorigen

Dipol schreiben:

pin= MM 4 mP = ]

(e—n?) M7 o

(n)
= 2 ek Tk
P 4 { n=

Der Faktor 0 ist demgemail} gegeben durch:

= e—n®* M7 w,
0 ] 214 e a2’

), ist die infrarote Dispersionsfrequenz, bei der der
Brechungsindex des Kristalls unendlich grof3 wird.
Beispielsweise ist fiir NaCl w;=3.09-10!3 sec™!
(s. Anm. 8). Die Grofle von o liegt bei den meisten
Alkalihalogenidkristallen in der Nihe von 1/2 (bei

(34)

NaCl ist 0 — 0.468).
Mit Gl. (32) konnen wir jetzt das Glied
VO (r. R —RW) angeben: es ist die potentielle

Energie eines Elektrons im resultierenden Feld al-
ler Elementardipole (¢ +m) ™ (s. Anm. 19):

RE) — e o\ WO 1)

T &)‘(0) T 3

Vo (r, Ry — (37)
Man kann diesen Ausdruck jedoch sogleich mit Hilfe
der Substitutionen (15 a. b) auf die reduzierten Aus-
lenkungen 3! umschreiben. und erkennt dabei, da8
in guter Naherung die Abhidngigkeit von den ,,aku-
stischen® Auslenkungen 3%
»optischen® 3 ©

gegeniiber der von den
D zu vernach]éisigen ist:

T j}!; . ‘gn(kn)) e 2 Q \w 3,(n) (RO — 1) . (35 a)

V(l) ( q\mv g '8

18 Eine gute Zusammenstellung der Werte von w, fiir eine
ganze Anzahl von lonenkristallen findet man bei Borwx u.
Huane 17,

Es ist zu beachten, dal} in dieser Wechselwirkungsenergie
auch die Wechselwirkung zwischen den vom Storstellen-
elektron momentan geschaffenen Polarisationsdipolen und
den Dipolen (32) enthalten ist, doch verweisen wir fiir eine
niahere Diskussion auf Teil IT1.
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Die Summation ist jetzt iiber alle N/6 Ionenpaare
zu erstrecken, und R’ bezeichnet jeweils das Zen-
trum der von den Paaren gebildeten Zellen.

SchlieBlich verbleibt uns nur noch die Erlauterung
des Gliedes V' (X;) der Gl. (29). Es ist von den
Elektronenkoordinaten z; und dem Elektronenzu-
stand n unabhingig. Falit man die Bewegungsglei-
chung der Gitterkerne zusammen mit der Elektro-
nengleichung ins Auge, so erkennt man, daf} V' (X})
gerade die potentielle Energie der Kerne sein muf3,
wenn sie bei unbesetzter Storstelle aus ihren Ruhe-
lagen ausgelenkt sind. Schreiben wir den Ruhelagen
X (> des unbesetzten Storstellenzustandes die poten-
nelle Energie Null zu, und bezeichnen wir mit A(°°>
die Gittermatrix des gestorten Gitters, so ist also:

V(X]l Z A(oo) “(oo) Y:(oo) (36)

Darin bezeichnen E§°°), §§C°°) die Auslenkungen der
Gitterpunkte aus den Ruhelagen des unbesetzten
Storstellenzustandes.

Damit sind nunmehr alle Glieder der Einelektro-
nengleichung festgelegt, und wir kénnen uns den
Lésungen dieser Gleichung zuwenden.

Zur Berechnung der Wellenfunktionen und Ener-
gieterme beniitzen wir das direkte Variationsverfah-
ren der Quantenmechanik. Wir wahlen Eigenfunk-
tionen, die nur von einem einzigen Variationspara-
meter abhidngen. Bei willkiirlichen Verriickungen
der Gitterpunkte soll sich der Charakter der an-
genommenen Eigenfunktionen nur unwesentlich ver-
andern, so dafl die ganze Umgebungsabhingigkeit
im Variationsparameter enthalten sein muf. Die Be-
schrinkung auf einparametrige Funktionen geschieht
nur zur Vereinfachung der Rechnung und ist keines-
wegs methodisch bedingt. Wir gehen jedoch hier
nicht auf die Verallgemeinerung auf mehrparame-
trige Funktionen bzw. auf den Ansatz einer Linear-
kombination mehrerer Funktionen mit variablen
Koeffizienten ein, sondern verweisen auf die Arbeit
von StumpF und WacGNer 20.

Wir entwickeln den Variationsparameter a®) nicht
nach den eigentlichen Auslenkungen &= (X, — X{™)
der Gitterkerne aus den Ruhe]agen X(“), sondern
sogleich nach den durch die Substitution (15 a,b)

definierten reduzierten Auslenkungen () :

(n)——a(n)-i-vd(n) ‘-(n) +...5 Y=a,0.
wk

(37)

20 H, Stumer u. M. Wacner, Z. Naturforschg. 15 a, 30 [1960].
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Die Elektronenenergie U, (a™, X;) wird jetzt eine
Funktion von a{, den a{) und den Auslenkungen
M und man erhilt sie, wenn man mit der gewihl-
ten Wellenfunktion v, (1,a™) den Energieerwar-
tungswert der Gl. (29) bildet:

Un(a™, X;) = /lp Ay, dr — /W”
= / | ya [2VO (1, XP — X)) de
+ [|ya|2 VO (v, X, — X)) dv
+ V(Xk). (38)

Der statische Elektron-Gitter-Gleichgewichtszustand
ist gekennzeichnet durch das Minimum der potentiel-
len Energie U, in der ScuropiNGer-Gl. (4) der Git-
terkerne. Daraus resultiert die atomistische Minimal-
bedingung:

U, (Xi)[3Xix,— x0y =0, (39)
die wir jedoch hier durch eine &quivalente kon-
tinuumstheoretische Formulierung ersetzen miissen.
Kennzeichnen wir die willkiirlichen Auslenkungen
der Gitterionen aus den Ruhelagen X{™ der unbe-
setzten Storstelle zusammen mit den als Reaktion
hierauf entstehenden Ionenpolarisationsdipolen
durch einen stetig ortsabhédngigen Polarisationsvek-
tor PO (1), so lautet nunmehr die Minimalbedin-
gung:

Sqpo Uy (BP) =0 (40)
Um diese Gleichung aber anwenden zu konnen, miis-
sen wir das Glied V' (X;) der Einelektronengleichung
in Abhingigkeit von R (r) ausdriicken. ¥ (Xy)
ist — wie schon oben bemerkt — die potentielle
Energie der Gitterkerne, wenn sie bei unbesetzter
Storstelle aus ihren Ruhelagen ausgelenkt sind; wir
konnen diese Energie nach Pekar!? als Polarisa-
tionsenergie schreiben:

V(%Bﬁ?’):[l' }/[Wm] v, (41)

n? €

V(Xy) =

was im ubrigen in ganz einfacher Weise aus den
Gesetzen der Elektrostatik folgt2!. Setzen wir die
Gln. (41) und (30) in die Gl. (38) ein und mini-

21 Den Faktor vor dem Integral der rechten Seite von Gl.(43)
konnte man nach der Theorie von K. Huaxe auch noch in
anderer Weise angeben, doch verweisen wir auf die zitierte
Literatur 7.
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malisieren sie gemal} Gl. (40). so folgt:

aﬂ-}ilo) Uu (‘Bﬁ:”) > f +ef (0) (r ) * ](

oder P (1) = [

Dieses Ergebnis entspricht der physikalischen An-
schauung, und P (1) ist also die mit der Elektro-
nenladunvsvertelluna e v (1)]? im Gleichgewicht
stehende ,,trage® Polarisation.

Sowohl bei statischer als auch bei dynamischer

I—

M. WAGNER

S a4 D (x l OB (1) dr=0  (42)
[nz a]
J / w (v rr I)" dr’ (43)
sche Minimalprinzip beziiglich v, (v, X}) :
(Sw"Un(l,Un) =O- (44)

Fiir den statischen Fall folgt daraus mit Hilfe der
Entwicklung (37) und dem Ausdruck (43) fiir die

Elektron-Gitter-Kopplung gilt das quantenmechani- Polarisation R (1) :
oU, () 0 h2 0)* A..(0) e v A5
- 613’” ";/1/;,, dyPde — < [ V7 ar (45)
e (0) 2 (f r) _
i PR = N

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die Grofle
a{™. Wir werden spiter a{" fiir einige spezielle
Elektronenzustinde berechnen.

Fir die hier mehr interessierende dynamische
Elektron-Gitter-Kopplung entfillt die Minimalbedin-
gung (39) bzw. (40), und aus den Gln. (44) und
(37) resultiert die Forderung, dall fiir beliebige,
willkiirliche Verriickungen (! die Ableitungen von

vk
U, (2. 2. X;) nach den a{}) verschwinden sollen:

Wir entwickeln die Wellenfunktion v, (1. a{, ()
und den Energieerwartungswert (38) nach Potenzen

von (. Dabei kann man setzen:
ora = e P+ (47)
Mit der vereinfachenden Schreibweise:
| = e et (48)

gelangt man schlieBlich zu den beiden Potenzreihen-

U,/ =0 fiir alle », k. (46)  entwicklungen:
0 oy oy M) M) =) =(n)
Ya=yi + o o 2 oW+ 1 2 ager D o SRS+ (49)
v, Kk u/.vk
und
[ h'l 2
Uy @.59) = [y |- 24— o | drs / PO 2O (1, RO) de (50)
mFm [ 9 o*[_ B 4 €10 9 U o) (¢, PO
Sl ;Z;ark Svk { ENO) /wn [ S A Y dr + do B dr,
N2 e
2 () 0y 2 (X¥ — )
+oe Z gok / Y 57%}?”—1: 3dt
) cm) [ 0° o R e, o 2 yP 120y (1 )
2 l‘;ka d gIl_[ Sk 13 (n)2 /V"n [ 2m J eF ‘/’n d1+ aag‘mz V (I' Bn )dt
25 a (10) 2 X\O)’
+oe? S‘ gL!:) OLS") S(") a‘l;m) (ER(O)' 2 dr+...+ V(X .
;4]',:/;

Die Grofle z; steht fir die drei Komponenten des
Ortsvektors T, und es ist jeweils die richtige Kom-

ponente, die () bzw. 5,(}]‘) entspricht, einzusetzen.

N, ist fiir die drei einem Gitterionenpaar zuge-
hérigen Zahlen j identisch. (Die Schwierigkeiten in
der Schreibweise entstehen, weil wir hier Kompo-
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nenten- und Vektordarstellung nebeneinander be-
niitzen missen; sie ist jedoch nicht miflverstandlich.)

Die Entwicklung (50) ist angeschrieben bis zu
Gliedern, in denen der Faktor :ﬁ,’}) & auftritt, denn
gerade diese Glieder werden sich als wesentlich bei
der Variation erweisen. Es ist allerdings darauf hin-
zuweisen. daf} noch einige Glieder zweiter Ordnung
in Gl. (50) zuzufiigen wiren, wenn man die Dar-
stellung (37) von a™ um eine Potenz weiterfiihrt,
doch dndert das an der Bestimmungsgleichung fiir
die a{}’ nichts, und wir konnen dariiber hinweg-
sehen. Uberdies kann man auch a priori postulieren,
daB der Variationsparameter 2™ nur linear von den
reduzierten Gitterauslenkungen abhéingt. da ein di-
rektes Variationsverfahren in der Wahl einer ein-
parametrigen Funktion immer eine gewisse Willkiir
enthalt.

901

U, (o, E®) soll fiir beliebige (%
Gln. (46) zu einem Minimum in den 2{}’ werden.
Daraus ergeben 51ch zunédchst NV nichtlineare Glei-
chungen in den a{}’; dariiber hinaus aber miissen
— nach dem Fundamentalsatz der Algebra — in
jeder dieser Gleichungen die Koeffizienten jeder

Potenz von ((}

gemill den

bzw. jeder Potenzkombination von

™ und &P einzeln verschwinden. Fassen wir mit
Hilfe der Gl. (50) in den GIn. (40) die Potenz
- (n)

(%) ins Auge. so erhalten wir nach elementarer
Umformun«7 gerade die Bestimmungsgleichung (45)
fiir of” . die als solche erfiillt ist. Um eine Bestim-
mungsolelchuncr fir o’ zu bekommen, muB man
daher den Koeffizienten der nichsten Potenz ({%))2
heranziehen, und es ergibt sich nach den Gln. (46)

und (50):

d N e ], () 2% |y |2 0 2 [0y (XY "’)
P {a <m*,/’”510) {_ o r] ATt [ e VO @B drp+ee® [ Tl Ty A7 é"”:_o'
(51)
0d O Lo O 2 E—2) 0w (52)
er ok N 67(") Yn sﬂ(oy r 3 T; Aok = )
2 2 L
mitder Abkfiamg =~ N0 afm)z / p (- a2 1 © dr + / aa%m\, VO (5, BO) dr.  (53)

Aus den Gln. (52) erkennt man. daf} der Variations-
parameter o™ von den durch (15a) definierten
»akustischen Auslenkungen 3 nicht abhingt, und
mithin auch die Elektronenwellenfunktionen nur mit
den ,,optischen” Auslenkungen 3(') korreliert sind.
Dies hat zur Folge, daf} in der ganzen weiteren Ent-
wicklung die ,,akustischen,, Koordinaten \;'78 heraus-
fallen, und wir deshalb die Indizes a, o bzw. wu. »
fortlassen konnen. Die Koordinaten Z{™ stehen kiinf-
tig fiir die durch (15b) definierten ,,optischen® Aus-
lenkungen und sind in einem /N/2-dimensionalen
Hiteerr-Raum gegeben.

Man kann nun in diesem HiLBerr-Raum einen
normierten Vektor einfithren, dessen Komponenten
gegeben sind durch:

0 __ o
N = [ym]™ e2/ P® z(ggm),_:'z dr  (54)

mit dem leicht zu bestimmenden Normierungsfaktor
NOR
. NI2 (XO — ;) , 2
["/\")]2* / v |2 s){l(coy 47| -
Dieser Gittervektor besitzt anschauliche Bedeutung;
faBt man namlich drei seiner Komponenten, die

einem lonenpaar zugehoren, zu einem dreidimensio-
nalen Vektor zusammen, so hat dieser die Richtung
des von der Elektronenladungsverteilung e |y E
herriihrenden elektrischen Feldes im Punkt R{”’.
Mit der Definition (54) schreibt sich die Gl. (52):

m)__ 0O 0 () (M) EE
%= NG gap ] (58]

§ 4. Kopplung zwischen Gitterschwingungen
und Elektronenzustinden

Die eingefiihrten Gittervektoren 7™ sind nicht
orthogonal zueinander. Wie Stumpr und Wacner 2°
gezeigt haben, und wie es nachstehend noch naher
begriindet wird, konnen wir einen der Vektoren # ("
als Gittereigenvektor wiahlen; er bildet dann zusam-
men mit dem Ergiinzungssystem von 3 N —1 zu ihm
orthogonalen Eigenvektoren das Gesamtsystem der
Eigenvektoren. Zur Beschreibung eines einzigen
Elektronenzustandes ist ein solches System gut ge-
eignet. Jedoch gehort zu einem anderen Elektronen-
zustand n’ ein anderes Eigenvektorsystem mit dem
Ausgangsvektor #{". Da wir Uberginge zwischen
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zwei Zustinden n und n” untersuchen wollen, miissen
wir beide Elektronenzustinde gleichzeitig beschrei-
ben, also ein einziges Eigenvektorsystem benutzen;
dies allerdings kann maximal giinstig gewahlt wer-
den, da wir mehr als zwei Elektronenzustinde nie-
mals gleichzeitig beschreiben miissen.

Als Ausgangseigenvektor nehmen wir wieder 7}/

(56)

(n)
= 77k" .

Den zweiten Eigenvektor (;» wihlen wir so, daf}
7" sich als Linearkombination von (; und (e
darstellen 1af3t:

7]<ﬂ)_

=ay {p+az Ce (57)

und die beiden Koeffizienten a; und a, ergeben sich
aus der Normierungs- und Orthogonalitatsforderung

M. WAGNER

fir ot

= Vo und a?=1-a2  (58)
k

Wir sehen hieraus, daB a; und a, von a{® und

a{™ abhingen. Die weiteren Eigenvektoren (y;
(i=3,4,...,5N) sollen nun so gewihlt sein, daB

sie mit den ersten beiden ein vollstindiges Ortho-
normalsystem bilden und weder von a{™ noch von
a{(™ abhingen.

Mit Hilfe dieses Eigenvektorsystems konnen wir
gemdl} den Ausfithrungen des Paragraphen 2 auch
die Abhangigkeit der Wellenfunktionen und Energie-
terme des Storstellenelektrons von den reduzierten
kartesischen Auslenkungen ({™ auf Normalkoordi-
naten transformieren. Nach den Gln. (19) und (55)

ist:

N () Fn) e 0 () m _ _ _@ ) m m 1 (94 B
L = ; N aap " bi) S Ny |gu@ 91 TV 82 | gaw (59)
0 ' % ,
und Z o )C(n) _ N(Qn') Z S (7™ [ay Ept + a2 Cra]) C}," )
k k 0
0 . ; ] a1 o
=~ {[aam,) y® g, | gt & [a»,g"” a7 )1 g )}- (60)
0 1

Bei der Herleitung der beiden Gleichungen wurden
die Orthogonalitatsrelationen der Eigenvektoren
(20), die Transformation (19) und iberdies die
Annahme beniitzt, daf} die ubrigen Eigenvektoren
{yi miti>2 weder von af” noch von a{™ abhingen.
Die elementaren Zwischenrechnungen sind weggelas-
sen.

Es konnte hier so scheinen, als ob die gemachte
Annahme — daf} die Eigenvektoren 3; fiir i>2 von
a{® und a{" nicht abhingen — eine bedeutsame
Einschrankung der Methode sei. Sie hat indessen
nur den Zweck, die Rechnung zu vereinfachen. Ver-
zichtet man auf sie, so hat man vier Gittervektoren
ins Auge zu fassen:

a d (")
( (
n(n) n(n) o o ) n)’ 613"”” n’)

und aus ihnen vier orthogonale Eigenvektoren auf-
zubauen, etwa durch die Definitionen:

YW =315 Y =ay g1+ azde;
0 n
do® D™ = by 3y + by 3o + by 33

il =
5o 0" = ciditeadategdy +egds-
0

Aus den Orthogonalitits- und Normierungsforderun-
gen fiir die Eigenvektoren folgen die Koeffizienten
@y,...5¢4, und an Stelle der Gln. (59) und (60)

erhalten wir:

2 Ey = 2 w B — ™ [by g + bo g8 + b3 g5V, (59 a)
k
2o = gym,)(alql Y+ a2q87) — Y [er g + €298 + 0308 + e8], (60a)

k

so daB jetzt die Eigenfunktionen 1, und v, von vier Normalkoordinaten abhiéingen. Doch kann man nach-
weisen, dafl die Koeffizienten der hinzukommenden Normalkoordinaten gegeniiber denen der urspriing-
lichen vernachlassigbar klein sind.
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Zur Abkiirzung setzen wir kiinftig

. ZanAW
N TORNCET ) i

ﬁ(ln’) e
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my__ @ y(®) ( da,
g N@®) g, \daf)’
(61)

,0 d TR (n’) __ e 0 (0
) (aag,n'>“1/(">>’ﬁf =~y \gagn@?™ |-

Mit Hilfe der GIn. (59) bis (61) erhalten wir fiir die auf Normalkoordinaten transformierte Wellenfunk-

tion:
(n)
wa (v, ¢") =

Yo (r, L,x(()n)_{_ ﬂ(n) (n) 4 IB(On) gn)

aun . 10
_ 1psLO) ue [ﬂ(n) (n) ‘B(n) qil1)] £ 5 al 2[5 n) (n) Ig(n) (n)]z

(62)

Fiir den Zustand n’ sind die ungestrichenen GroBen durch gestrichene zu ersetzen. Die Energieausdriicke
der beiden Zustinde ergeben sich gemafl Gl. (50) zu:

Un (@) = [ 90| T2 4= V0 (1,30 90 e

+o y(n) (n) __

’ ’ * hg
U (@7,q0") = [ 9[- 24—

und

+07®) [a1¢"+axg$ — {3 N

Die in den beiden letzten Gleichungen innerhalb ge-
schweifter Klammern stehenden Glieder sind quadra-
tisch in den Normalkoordinaten ¢, , ¢» ; den beiden
Gitteroszillatoren sind also in den verschiedenen
Elektronenzustinden verschiedene Frequenzen zuge-
ordnet, und da wir die Glieder explizit berechnen
konnen, haben wir hier eine Moglichkeit, die Fre-
quenzinderungen bei Ubergingen zwischen den bei-
den Zustianden zu bestimmen. Wir wollen jedoch in
der ganzen weiteren Rechnung in den Gln. (63 a)
und (63 b) die Glieder in der geschweiften Klam-
mer vernachldssigen und annehmen, daf} die Oszil-
latoren in den verschiedenen Elektronenzustinden
gleiche Eigenfrequenz haben. Wir verzichten also
hier auf die Untersuchung der Effekte, die von der
Anderung der Eigenfrequenzen herriihren, obwohl
keine prinzipiellen Schwierigkeiten uns daran hin-
dern. Der wichtigste dieser Effekte ist die Tempera-
turverschiebung der Lage des Bandenmaximums, ein
Effekt zweiter Ordnung, wie auch zu erwarten ist.

§ 5. Bemerkungen iiber die eingefiihrten
Gitterschwingungen

Wir haben im letzten Paragraphen zwei Gittereigen-
vektoren als Linearkombination der beiden normierten

(63 a)
(BN BD g + B9 a2} +... 4V (Xi)

e 0N ] ,,(0)

+3 +V(0)(r’ S,I;n, )} 'wn/ d'[ (63 b)
@) [P g™ + BV ¢8I} + .+ V (Xy).
Gittervektoren:
(n) —[Y(n)] ezf w(O) 2 (ghl(;;), — ) -

(64)

()

)= [y@)] e2f P 2 (Sh“”’ :)3 .
aufgebaut und wollen in diesem Paragraphen zumindest
den Versuch einer Plausibilitdtsbegriindung dafiir unter-
nehmen. (In der Indizierung sind in Gl. (64) die drei
einem Ionenpaar zugehrigen Komponenten des N/2-
dimensionalen Vektors zu einem dreidimensionalen Vek-
tor zusammengefafit.) Die Vektoren (64) sind per defi-
nitionem nach den Ausfiihrungen von § 3 als ,,optische®
Vektoren gekennzeichnet. Wir konnen sie optischen Lon-
gitudinalschwingungen des Gitters zuordnen. Den Nach-
weis der Longitudinalitdt fithren wir, indem wir zeigen,
daB rot n{™ verschwindet. Es ist

ER(O s 17)
p{m = [y®]" ezf PO 2 i dz
w(o) 2 (65)
= — [};(n)]_l e? gradm;‘(,), ER;CO)",;Y dr.

Da aber rot grad f(r) identisch verschwindet, folgt dar-
aus

mtiﬁi‘”' P =0. (66)
Ein Gitter mit NV Freiheitsgraden hat insgesamt N Eigen-
schwingungen, deren Eigenvektoren im N-dimensionalen
Hiert-Raum ein vollstindiges System bilden. Wir
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konnen es in zwei linear unabhingige Untersysteme
zerlegen: optische und akustische Eigenvektoren. Diese
Zerlegung haben wir in guter Naherung durch die Sub-
stitutionen (15 a, b) erreicht. Beide Untersysteme kon-
nen wir nochmals eindeutig aufspalten in je ein System
von longitudinalen und transversalen Schwingungen.
Jedes dieser Untersysteme ist unter Voraussetzung sei-
ner einschrinkenden Charakteristika (etwa: ,optisch
longitudinal“) vollstindig. Das heifit: Jeder .optisch
longitudinale” Vektor des N-dimensionalen Raumes ist
darstellbar durch eine Linearkombination der optisch
longitudinalen Eigenvektoren des Gitters; das gilt ins-
besondere auch fiir die beiden Gittervektoren 1™ und
™). (Es ist hier anzumerken, da} die Vektoren (64)
bzw. (54) gemil Vereinbarung im N/2-dimensionalen
»optischen® Unterraum definiert sind, und, auf den N-
dimensionalen HiLerr-Raum projiziert, mit N/2-Null-
komponenten zu erweitern sind.)

Denken wir uns dem Vektor n™ —={y{™} eine opti-
sche Longitudinalschwingung zugeordnet, so &ndert
deren einem Ionenpaar zugehorige Normalamplitude
9™ bei tiefen Elektronenzustinden n auf einem belie-
bigen Schnitt durch den Kristall ihr Vorzeichen nur
einige wenige Male, so dal} wir mit einicem Recht die
Schwingung dem langwelligen Teil des Spektrum zu-
schreiben konnen. Um die Vektoren 1™ darzustellen,
benétigen wir deshalb ndherungsweise nur Gittereigen-
vektoren, die dem langwelligen Bereich der optischen
Longitudinalschwingungen angehéren.

Beim ungestorten Gitter sind die optischen Eigen-
frequenzen insgesamt nur wenig von der Wellenldnge
abhingig, insbesondere aber sind die Eigenschwingun-
gen im langwelligen Bereich fast-entartet, so dal man
in guter Ndherung jede normierte Linearkombination
der eigentlichen Eigenvektoren dieses Bereiches wie-
derum als Eigenvektor ansehen kann, und deshalb kon-
nen wir auch eine normierte Linearkombination der
Vektoren 1™ und n™") als Eigenvektor ansehen.

Nun ist allerdings das Gitter nicht ungestort. Die

vorliegende Punktstorung kénnen wir — da bei einer
Gitterliicke keine Verquetschungen der Ionen auftre-
ten — uns dadurch angenihert realisiert denken, daf}

wir eine positive Punktladung ins Gitter einfiithren. Nach
der Theorie von Huaxc ?? verdndert eine solche fest-
sitzende Ladung die Eigenvektoren und Eigenfrequenzen
der optischen Longitudinalschwingungen im langwelli-
gen Bereich nicht.

Wir begniigen uns mit dieser Rechtfertigung der ein-
gefiihrten Gittereigenvektoren (siehe § 4!) und beniitzen
in der weiteren Rechnung fiir beide nur noch eine ein-
zige Frequenz o, , die nach Borx und Huaxe 7 gegeben
ist durch:

(M1 = Wlong. = ]/:2 My » (67)

22 K. Huane, Nature, Lond. 167, 779 [1951] ; Proc. Roy. Soc.,
Lond. A 208, 352 [1951]: M. Borx u. K. Hvuane, Dyn.
Theory of Cryst. Lattices, University Press, Oxford 1954.
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wobei @, die sogen. infrarote Dispersionsfrequenz des
Kristalls bedeutet. Beispielsweise ist fiir NaCl:

0y =3,09-10"% sec™';  ;=4,87-10¥ sec™ 1. (68)

§ 6. Berechnung der Elektronenzustinde

In Analogie zum Wasserstoffproblem machen wir
fiir die Wellenfunktionen der einzelnen Elektronen-
zustande des F-Zentrums die Ansatze:

Wi = .‘lﬁ“/’(:z""'")nlz e ¥ (69)
Wap =1 *”:(lwzp\)% re 2 reosd. (70)
ap= (8) 2" (a®P) % r (2 - alP) 1) 73 cos P .

(71)

Diese Funktionen erfiillen bereits die Normierungs-
bedingung und sind orthogonal zueinander. Nach
Pekar !° kann bei der Berechnung des 1s-Terms fiir
die Gitterruhelagen X{* eben dieses Elektronen-
zustandes noch eine giinstigere Funktion gewdahlt
werden, nimlich y,=A4 (142 r) exp(—a¥ 7).
Befinden sich jedoch die Gitterpunkte in den Gleich-
gewichtslagen der unbesetzten Storstelle, so ist das
Problem wasserstoffahnlicher und unsere Wahl (69)
die angemessenere. Zur Wahl der beiden anderen
Wellenfunktionen sind &hnliche Bemerkungen zu
machen.

Um die Bestimmungsgleichung (45) fur die Para-
meter a" anschreiben zu konnen. bendtigen wir
den expliziten Wert des Integrals:

// PO (1) |2 L) dr’rdr.

lt—r'[®
Zur Berechnung dieses Integrals verweisen wir auf
den mathematischen Anhang. Als Ergebnis erhalten
wir:

(72)

PO 2 (r—1) ;)2 5 (1s)
// T dT] it T B (el
/[ v (1) d,'r dr=0.3915 - 4 7 af?
|t—1|3
~ 5 aam, (72b)
)
//M A’ P dr=0,240 - 4 7 2PV
[t—1 |3
- 'i% 2 af?, (72 ¢)

.

Gemal Gl. (45) lauten mit Hilfe der drei vorstehen-
den Gleichungen die Energieerwartungswerte des
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Elektronenproblems bei statischer Elektron-Gitter-Kopplung:
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Die Bestimmungsgleichung (45) fiir of” ist nun in jedem der drei Zustinde 1s. 2p und 3p direkt anzu-

schreiben, und sie haben die Losungen

(])ime?{l#ﬁ 11 (2p)
%o R e @ 16 \n* ¢)|’ %o

mer [ 1 1 [1
T R |2¢ 7 5 \n2

1 @p_ me [ 1 3 /1 1
ell? 20T me (3. T2 \m2T )|

(74 a, b, c)

Setzen wir diese Ausdriicke in die Gln. (73 a. b, ¢) ein. so folgen die Elektronenterme:

h2

Ui @) = =, @92 Usp ()=

Die Berechnung fiir die Abhingigkeit der Elektro-
nenwellenfunktionen von den Gitterschwingungen
fiihren wir nur fiir den 1s-(=n) und 2p-(=n")-Zu-
stand durch, da uns vorziiglich die Ubergiinge zwi-
schen diesen beiden Zustdnden interessieren werden.
Zur Berechnung der Normierungsfaktoren 7™ und
y®) gemiB Gl. (54) ersetzen wir die Summation
durch eine Integration:

Weiterhin ergibt sich nach Gl. (58).

ay= (09 yo)* 2 /[/

h? 9 o
2 m G875

W (1) 2 (R—r)
[R—r|3

K2
2m

/[/ #"°’|R_2r(‘13§_r) dr|” dr.

Dann fiithrt das mit den Gln. (72 a,b) zu den For-
meln

Usp (@) = — 5. (@)

(75a,b, c)

[y®™1*= (76)

w ot

4
€ (1s
) Ve
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€ o((()2D) .
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(77 a, b)

8
p(18))2 »(2p))2 7
(Y1) = 0@ (yo)i= Sz

wenn wir auch hier die Summation durch eine Integration ersetzen:

dt'] U vl (1) [* R—t") q.r] 47, (78)

|R—r"]3

Mit Hilfe der im mathematischen Anhang dargelegten Berechnungsmethode konnen wir dieses Integral ex-

plizit angeben, und erhalten den Ausdruck:

5 as) 8 2p) |~
al = B 7T Qg 5 e

[+ o

Damit ist nach Gl. (58) auch a, in Abhingigkeit
von af!® und a{’® gegeben. Die GréBen N1 und
N@P) kénnen wir in sehr guter Naherung setzen:

N9 — N — 2/m (80)

wobei die exakte Berechnung nach Gl. (53) mit
Hilfe der im mathematischen Anhang dargelegten
Methodik und einiger elementarer Umformungen
keine Schwierigkeiten bereitet.

Durch die Gln. (76) bis (83) sind nun nach Gl.
(61) auch die Koeffizienten f {1, {19, g») - ge)

explizit festgelegt, und wir haben damit gemall den

47 1 S)\5 2 i
o {7 (4)° (@) +

(' )* (@) + 5 (2§!¥)? (16°P)? (79)

+ 5@V (@7 + (@) ()

o O

Gln. (62), (63 a) und (63 b) die Wellenfunktionen
Y15 und s, sowie die Energiezustande Uy und Us,
in ihrer Abhangigkeit von den Normalkoordinaten
der Gitterschwingungen berechnet.

§ 7. Verschiebungen der Kernruhelagen

Nachdem das Einelektronenproblem gelost und
auf Normalkoordinaten transformiert ist, konnen
wir auch das Gitterschwingungsproblem in expliziter

Weise behandeln. Nach den Ausfilhrungen des § 2
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reduziert sich die Aufgabe praktisch auf die Berech-
nung der Verschiebungen a;("™) der Oszillatorruhe-
lagen. Sie kann leicht durchgefiihrt werden, wenn
man zum Vergleich den unbesetzten Storstellenzu-
stand mit n— oo , d. h. einen Zustand, in dem sich
das Storstellenelektron mit weitausgebreiteter Wel-
lenfunktion am unteren Rande des Leitungsbandes
aufhalt, heranzieht. Die diesem Zustand zugeordne-

(n) (noo)

oder mit ¢~ = gJ
k

Setzen wir diese Beziehung fir V' (X;) in die Gl
driicke

R e o
Un (o, i) = /w‘o"[ = = . TP {g, ]

M ; ()

+oyWe -

=iM S (0r)2 g — M l (0r)2 @ gV + 3 M Z (0)* (a
k k

(63 a) bzw.

gai_noo)q;:n) 1 M \° (w]l)" (n)2+ .

M. WAGNER

ten Normalkoordinaten nennen wir ¢, doch las-
sen wir die den akustischen Eigenschwingungen zu-
gehorigen Normalkordinaten auller Acht (s. oben!).
Nach den Entwicklungen des § 2 ist die ,,optische“
potentielle Energie des Gitters gegeben durch

N2
V(X)) =3M Y (0p)2 ¢ mit M=

T

M,+M_
M, M._

’}Cnoo))‘..’.. (81 )

(63 b) ein. so ergeben sich die beiden Aus-

1[ S‘ ('OL

YO dr + )2 (ane))2,

(82 a)

=U, (@) +oy™ ¥ — M 2: ()% g™ fIi-“) +EM D ()2 g

und Uy (o7, 6" = Uy (08) + 07" [ar ¢ + a0 g = M 3 ()2’ )+ 1M X () ? .

(82 b)

Voraussetzungsgemaf} diirfen aber beide Gleichungen keine linearen Glieder in den ihnen eigenen Ko-

ordinaten q(“) bzw. ¢"")

enthalten, woraus die beiden Gleichungssysteme resultieren:

oo oy® oo .
g = Miwy® a{> =0 fir k=2,3,...,N/2 (83 a)
(n’o0) __ @ 7<nl) ay (n’o0) _ [ y(,n') a (n ) .
und a = Mwg:® = M (,)? =0 fir k=3,4,...,N/2. (83b)
Nun ist aber wegen Gl. (28) : a{™m’) — g{nee) — g{n’eo) (84)
woraus mit Hilfe der beiden Gln. (83 a,b) die gesuchten Oszillatorverschiebungen resultieren:
g n nn’) __ e n’ nn’ . .
™ = ,,-,(w)z (Y™ —a;y®), af™)=— o a™) —0 fir k=3,4,...,N/2. (85)

Damit haben wir die bereits am Ende des § 2 gemachte,

durchaus plausible Vermutung bestatigt, daf}

beim Ubergang n —n” nur zwei Oszillatoren des Gitters ihre Ruhelagen dndern, und deshalb wegen der
Orthogonalitit der Oszillatorwellenfunktionen bei einem optischen Ubergang am F-Zentrum nur diese bei-
den Oszillatoren ihre Quantenzahlen m;™ verindern konnen.

Da wir also nur zwei Oszillatoren gleichzeitig im Auge behalten miissen, konnen wir die potentielle
Energie des Gitters U, und U, fiir die beiden Elektronenzustinde n und n’ in einem dreidimensionalen

Schaubild aufzeichnen.

Nach Abb. 1 sind die beiden Elektronenzustinde
n und n” in Korrelation mit den beiden Gitteroszil-
latoren durch zwei Rotationsparaboloide darzustel-
len, wenn — wie hier angenommen — die beiden
mitspielenden Oszillatoren gleiche Frequenzen ha-
ben. Bei ungleichen Eigenfrequenzen gehen die
Drehparaboloide in elliptische Paraboloide tber.

Unterscheiden sich die Frequenzen in den beiden
Elektronenzustinden, so ist die Offnung beider
Paraboloide verschieden. Die Schnittlinien der Man-
telflichen bezeichnen im halbklassischen Bild die
Méoglichkeit strahlungsloser Ubergéinge; im quan-
tenmechanischen Bild allerdings sind strahlungslose
Uberginge in allen Horizontalebenen der Abb. 1
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Ay (q](n:) q 2(/7))

{n} n})

Abb. 1. Schaubild der potentiellen Gitterenergie fiir zwei
Elektronenzustande n und n’.

mit endlicher Wahrscheinlichkeit moglich, die zu-
gleich beide Paraboloide schneiden. Im tibrigen kann
man auf dieses dreidimensionale Bild nun alle an-
schaulichen Betrachtungen sinnentsprechend iibertra-
gen, die bisher an das WirLiamssche 3 Einoszillator-
bild angeschlossen worden sind.

Die Theorie des F-Zentrums ist hiermit bis zu
dem Punkt gefithrt, wo mit ihr die Wellenfunktionen
des Gesamtsystems explizit angeschrieben werden
konnen. Damit aber ist es moglich, Ubergangswahr-
scheinlichkeiten zu berechnen. Da man annehmen
kann, daf} bei nicht allzu hohen Temperaturen alle
F-Zentren des Kristalls sich im Grundzustand befin-

/[ Iwn(r)l?(‘R—r)dr]
| R~z ®

|R—r'[*

w(@®) = [ 10 g,

lynw @ P®R=1)
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den und die Anregung der Oszillatoren des Gitters
dem thermischen Gleichgewicht entspricht. man also
die Besetzungszahl des Zustandes 1s, m{®, m{!®, .
ohae statistische Bilanz aller Uberginge kennt, be-
deutet dies, dall man alle Ubergénge, die vom
Grundzustand 1s des F-Zentrums ausgehen, berech-
nen kann.

Im besonderen werden wir im Teil II dieser Un-
tersuchung den F-Absorptionsbandenzug nach der
hier entwickelten Theorie berechnen und die ein-
gangs angefiihrten experimentellen Charakteristika
theoretisch bestatigen.

Mathematischer Anhang

Berechnung von Integralen der Form:

/ f’l'wfgl:igjﬁr) /Iwnl (‘R—r) dsz

Wir konnen die beiden Vektorfaktoren des Integran-
den dieser Integrale je als Gradient einer skalaren
Funktion schreiben:

IpOE®R-D 4

[y (r)]? dr.

|<~R—l’!3 ='—gl’ad~R |‘.R—T[ (Al)
Das Integral l] g){(i)ﬁ (Ay)

1aflt sich aber nach GomsAs2? in prinzipiell einfacher
Weise berechnen. Damit ist mit Hilfe von (A,) der
Integrand des urspriinglichen Integrals als eine Funk-
tion von N bekannt, und da diese Funktion eine lineare
Uberlagerung Lecenprescher Polynome ist, kann man
das Integral berechnen. Jedoch kann diese Art der Be-
rechnung auBlerordentlich umstdndlich sein, und deshalb
miissen wir versuchen, durch Umformungen zu einer
einfacheren Berechnungsmethode zu kommen. Wir setzen

v@) = [ ar. Ay

Dann konnen wir mit Hilfe der Gl. (A;) unser urspriing-

| (R |

Den Integranden der rechten Seite konnen wir weiter umformen:

fgrady @ (R)) gradg (v(N))dT = fdxv[u (R) gradu (R

Da die Funktionen v, (r), . (r) lokalisierten Elek-
tronenzustinden zugehoren sollen, bleibt mit Gl. (Aj)
der Ausdruck vgrad(u) fir R=0 endlich und ver-
schwindet fiir R — o©; ist y,(r) nicht lokalisiert, also
etwa eine ausgebreitete Elektronenwellenfunktion des
Leitungsbandes, so wird grad (z) im ganzen Raum iden-
tisch Null. Wir erhalten also in jedem Fall nach dem

liches Integral in der folgenden Weise schreiben:
}dT: / geades () geadn w(S) 47, (Ay)
)]1dT — j v(R) Adgu(R) d (As)

Gavussschen Integralsatz:
[div(v(R) grad u(R)) dT =0 (Ay)

23 P, GomsAs, Theorie u. Losungsmeth. d. Mehrteilchenprobl.
d. Wellenmechanik, Birkhduser Verlag, Basel 1950, S.184;
dort weitere Literaturhinweise.



908 ZUR THEORIE DES F-ZENTRUMS

und an Stelle von Gl. (A;) : der Potentialgleichung:

fgradu(fR) grad v(RN) dT = — fv(‘R) Au(R) dT . Au(R) = —4 7| pn(R) 2 (Aq)
(A7)
Rufen wir uns die Sdtze der Potentialtheorie ins Ge-  darstellt. Mit den Gln. (Ag), (A;) und (A,) erhalten
déchtnis, so stellen wir fest, da der durch (Aj) defi- wir so schliefflich fiir unser urspriingliches Integral die
nierte Ausdruck u(R) gerade die Fundamentallssung Umformung:

I

Diese Umformung bedeutet, wie man leicht einsehen wird, eine auBlerordentlich starke Vereinfachung der Be-
rechnung.

Wenden wir nun die bei GomBAs angefiihrte Methode zur Berechnung der Integrale (A;) an, und setzen wir zur
Schreibvereinfachung a(!® =a,, a®) =a, und a®P) =a,, so gelangen wir zu den folgenden Ergebnissen:

() 2R=1) ., @)z,
|wn |(;{>|_r(,|3 i dr}dT=+4n / Izp,l(?%)P[ r'—l”’ggfr—flrdz}dr. (A,)

2 e 1 1
s el ||— dr =147 Y0 (5, ¢) {—e—ZaxR (ozl 4 —R> 3 ~R—} : (As)
lwep(]* Aw—n{r [ —m(a 5132 R4 2 ) |2
o] =g | e [~ B S S g S (An)
1 ye =3 5 18 9 9 1
+“/57Y20(19,q/,)[_e 24=R(2agR3+6a§R2+120(2R+18-}-@—*‘&%@)4‘@;/13?}'13}:

2 —1[ 4 72 . 1 1 3 3 15
L@ qo—yaa]yo| o { Vi@, ) [ —em20r (1 (auB) + § GsBP + 5 @BV + 5 (B) + ¢

[R—r|
9 1 9 1
Tg aaR)+ 8 o« R

1 3IE e ~ 5 5 45
5 |/ E Vo) [ e (T B+ (aBP + § @B

45 45 45 45
e R v s T e | (Asz)

Mt Hilfe der Gl. (A,) ergeben sich nach elementaren Zwischenrechnungen die in § 6 angeschriebenen Ausdriicke
(72 a, b, ¢) und (79).



